ISBN : 978.602.361.002.0

PENERAPAN SKEMA JACOBI DAN GAUSS SEIDEL PADA
PENYELESAIAN NUMERIK PERSAMAAN POISSON

Trija Fayeldi
Universitas Kanjuruhan Malang
trija_fayeldi@yahoo.com

ABSTRAK. Differential equations are equations that involve an unknown
function and derivatives.There will be times when solving the exact solution
for the equation may be unavailable. At these times explicitand implicit
methods will be used in place of exact solution.By manipulating such methods,
one can find ways to provide goodapproximations compared to the exact
solution.In some cases, manipulating such methods leads to a linear equation
systems. The Jacobi and Gauss-Seidel method are two of the most famous
numerical method for solving linear equation systems The diagonal dominance
of the matrix is necessary condition before applying both methods. In this
paper, we implement Jacobi and Gauss-Seidel methods for solving Poisson
equation. We use literature study to investigate the problem. Some numerical
experiments in various step size are given to show the difference of both
methods on their computation time and number of iteration. From numerical
experiments, it is shown that choosing step size influences both the
computation time and number of iteration.
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1. PENDAHULUAN

Banyak permasalahan pada persamaan differensial parsial numerik yang dapat dibawa
ke dalam bentuk matriks [1].Misalnya, pada persamaan Laplace berikut.
Uy + Uy =0,0<x<1,0<y<1 (1.2)
0,x=0,y=1
0(ny)-4
1,x=1y=0

Kita diskritisasiux danuy,berturut-turut sebagai berikut.

Uy = ur+1,s - ZAU)EZS + l‘Ir—l,s (12)
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—-2u, +U,
U = r s+l 1.3
W Ayz ( )
Urs = U(Xr, Vs) (1.4)
Dengan menerapkan (1.2) dan (1.3), dan (1.4) ke (1.1), diperoleh skema berikut.
1 1 1 1
Zur—l,s +Zur+l,s _ur,s +Zur,s—1 +Zur,s+l =0 (15)

1 1
Jika kita pilih Ax:Ay:Emaka skema (1.5) akan ekuivalen dengan SPL Au = b

dengan

SRR 3
1 1 U, 4
= -1 = 0/, 1
A= 4 4 U= Uy 3 b= _E
o Lo L (U 1
4 4 Us, "2
ol 0

4 4

Jika matriksAmempunyai invers Al makau dapat dicari dengan menggunakanu—

A 'b.Selain dengan menggunakan u = A b, hamplranu dapat pula dicari secara numerik
dengan menggunakan beberapa metode, di antaranya adalah GMRES [1], Bi-CGSTab[3],
sertametode Jacobi dan metode Gauss-Seidel[2]. Pada makalah ini, akan dibahas tentang
metode Jacobi dan metode Gauss-Seidel yang meliputi penurunan skema hingga
implementasinya untuk menyelesaikan persamaan Poisson. Kemudian, kita akan mengamati
pengaruh besarnya ukuran langkah yang dipilih terhadap waktu komputasi dan banyaknya
iterasi yang diperlukan.

2. METODE PENELITIAN

2.1 Persamaan Differensial Parsial

Persamaan Differensial Parsial (PDP) adalah suatu persamaan differensial yang
melibatkan lebih dari satu peubah bebas. Pada paper ini, kita akan meninjau suatu persamaan
differensial parsial orde dua dengan bentuk umum sebagai berikut.

o%u o°u o du au
A(x, y)—+ B(x, y)aay+C(x,y)y= f(x,y, x ayj

dengan domainx<x<x; dan yo<y<ys (2.1)
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dan kondisi awal
u(X, Yo) = byo(X), u(x, ys) = by(x)
U(Xo, ¥) = buo(y), dan u(xs, y) = bu(y)

Jika dimisalkan D = B> — 4AC maka PDP dapat dibedakan menjadi tiga kelompok, yaitu
PDP Eliptik jika D< 0, PDP parabolik jika D = 0, dan PDP Hiperbolik jika D> 0. Oleh karena
terkadang solusi analitik dari suatu PDP sulit untuk dicari maka digunakanlah metode beda
hingga untuk menghampiri solusi analitik tersebut.

2.2 Metode Beda Hingga
Pandang PDP Eliptik berikut.
o°u o’u ou ou
AKX, Y)—+C(y)—= f| X, y,u,—,— 2.2
(y)ax2 (y)ay2 ( Yl ayj (2.2)

Untuk menerapkan metode beda hingga pada (2.2), kita bagi domain x ke dalam My
X, —X
bagian dengan panjang setiap bagian AX = L

di sepanjang sumbu x. Lakukan hal yang

X

sama di sepanjang sumbu y, yaitu bagi domain y ke dalam M, bagian dengan panjang setiap
Yi = Yo
y

Dari skema numerik yang dihasilkan, dapat dicari solusi numerik dari (2.2) secara iteratif
dengan menggunakan bantuan perangkat lunak, misalnya Matlab [4].

bagian Ay =

. Kemudian, gunakan beda pusat sehingga diperoleh (1.2) dan (1.3).

3. HASIL PENELITIAN DAN PEMBAHASAN
3.1 Metode Iteratif
Pandang sistem persamaan linear (SPL) berikut.
8y, % +a,% +L a Xy +a Xy =D
8, X +8,,% +L 8, Xy +a, Xy =D,
M
Ay g X T Ay, X L Ay Xy T Ay Xy =Dy

aN,lxl_i_a‘N,ZXZ +L a‘N,N—lXN—l—i_aN,NXN =bN
SPL tersebut dapat dituliskan dalam bentuk berikut.
Ax=D (3.1)
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Pada (3.1), A adalah matriks tak singular dengan elemen diagonal tak nol, A€ R™", dan
x,0eR". Matriks A dapat kita tuliskan sebagai suatu matriks diagonal D, suatu matriks
segitigabawah L, dan suatu matriks segitiga atas U dalambentuk A = D — L — U, dengan

a, 0 0 L 0 0
0 a, 0 L 0 0
S [0 0 AL 0 0
M O O O M M
0 0 0 L ay,, O
0 0 0 0 0 a,
0 0 0 L 0 0
a,, 0 0 L 0 0
L -8,  —a,, 0 L 0 0
M @) @) @) M M
ay_11 Ayaz  TAyig L 0 0
ay g —ay ay 3 L Ay N1 0
0 —a, —a; L —A N1 —a N
0 0 —&3 L —A N1 CPRY
U= 0 0 0 L —A3 N —&3 N
M O O O M M
0 0 0 L 0 -—a,,
0 O 0 L 0 0

Dengan menggunakan pendekatan titik tetapx = Mx +l§, untuk suatu matriks M

danvektor @ ,bentukAx = b dapat dituliskan secara iteratif sebagai
Ax=hb
(D-L-U)x=b
X=Mx+ @
Xv+1 — MXV + @
v=0,1,2 ...
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Pemilihan matriks M dan vektor@ akan disesuaikan, bergantung pada metode iteratif
yangdigunakan. Iterasi harus diatur sedemikian rupa agar memenuhi lim x’ = x.Metode Jacobi

Voo
dan Gauss-Seidel memerlukan tebakan awal x’untuk memulai iterasi. Iterasidengan metode
Jacobi dan Gauss-Seidel akan konvergen jika A adalah matriks dominan diagonalkuat.

Definisi 3.1
N
Matriks A berukuran N x Ndikatakan dominan diagonal kuat jika [a;i| > Z ‘aij

j=1, j=#i
3.2 Penurunan Skema Metode Jacobi dan Gauss Seidel

Penurunan skema metode Jacobi dapat dituliskan sebagai berikut.

Ax=D
(D-L-U)x=b
Dx—(L+U)x=b

Dx=(L+U)x+b
x=D}L+U)x+D"b

Sehingga, metode Jacobi dapat dituliskan secara iteratif dalam bentuk
X = Myx' + it (3.2)

dengan dengan M; = D (L + U) danl'=D""b

Selain dengan menggunakan metode Jacobi, sistem persamaan linear Ax = b dapat
puladidekati dengan menggunakan metode Gauss-Seidel sebagai berikut.

Ax=D
(D-L-U)x=b
(D-L)x-Ux=b
(D-L)x=Ux+b

x=(D-L)'Ux+ (D-L)"

Sehingga, metode Gauss-Seidel dapat dituliskan secara iteratif dalam bentuk

X' = Masx” + DL (3.3)

dengan denganMgs = (D — L) dan Bls =(D-L)"
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3.3 Kriteria Penghentian Iterasi

Terdapat banyak kriteria yang dapat digunakan untuk menghentikan iterasi. Dalam paper
ini, kita akan menggunakan

[b-Ax|<e (3.4)

dengan b adalah hasil eksak, Ax" adalah hampiran b pada iterasi ke v, dan ¢ > 0 adalah
suatu nilai yang kita pilih sebagai kriteria penghentian iterasi. Selain itu, batasiterasi
maksimum yang diizinkan adalah 300 iterasi.

Pada bagian ini, akan diberikan dua implementasi penggunaan metode Jacobi dan Gauss
Seidel dalam menemukan hampiran numerik persamaan Poisson. Pada implementasi 1, hanya
digunakan satu ukuran langkah, sedangkan pada implementasi 2 akan dipilih beberapa
ukuran langkah untuk mengamati pengaruh ukuran langkah terhadap proses perhitungan.

3.4 Implementasi 1

Pada implementasi ini, metode Jacobi dan metode Gauss-Seidel akan diterapkan pada
suatupersamaan Poisson berikut.

Uy + Uy = 2X%y%, 0 <x< 3, 0 <y< 3 (3.5)
. 1
dengan syarat batas Dirichlet dan AX = Ay = E :

Dengan menerapkan (1.2), (1.3), dan (1.4) pada (3.5), dapat dibentuk SPL Ax = b dengan
A adalah matriks berukuran841 x 841. Oleh karena ukurannya besar, maka perilaku hampiran
hanya akan diamati melalui nilai dari error yang dihasilkan, yaitu nilai dari (3.4).
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Gambar 3.1 (a) Error Jacobi, (b) Error Gauss Seidel,(c) Surface Plot Implementasi

1

Pada Gambar 3.1 (a) dan Gambar 3.1(b), terlihat bahwa error semakin menurun untuk
kedua metode. Sehingga, dapatdisimpulkan bahwa iterasi konvergen untuk kedua metode.
Kendatipun begitu, metode Gauss-Seidel lebih cepat konvergen dibandingakn dengan metode
Jacobi. Untuk metode Jacobi, diperolehbanyaknya iterasi 300 dengan waktu komputasi
19.938 detik. Untuk metode Gauss-Seideldiperoleh banyaknya iterasi 300 dengan waktu
komputasi 20.219 detik.

3.5 Implementasi 2

Pada implementasi ini, akan diamati pengaruh perubahan Ax =Ay terhadap waktu
komputasidan banyak iterasi. Sebagai contoh kasus, pandang permasalahan Poisson berikut.

Uy + Uy =X+Yy,0<x<1,0<y<1 (3.6)
. . 1 . 1
dengan syarat batas Dirichlet, serta Ax =Aybervariasi antara4—0 hmggag :

Plot hubungan antara Ax terhadap waktu komputasi dan Ax terhadap banyak iterasi dapat
dilihat pada Gambar 3.2 berikut.
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Gambar 3.2 (a) Plot AX Terhadap waktu Komputasi dan (b) Plot Ax Terhadap
Banyak Iterasi

Dari Gambar 3.2 (a), dapat diamati bahwa terdapat perbedaan waktu komputasi kedua
metode untuk semua ukuran langkah yang digunakan walaupun tidak signifikan. Pada
Gambar 3.2 (b), terdapat perbedaan signifikan dalam hal banyaknya iterasi yang diperlukan
oleh kedua metode pada suatu ukuran langkah tertentu.

4. SIMPULAN
Dari uraian sebelumnya, dapat disimpulkan bahwa suatu SPL Ax = b dapat diselesaikan
secara iteratif dengan Metode Jacobi ataupun MetodeGauss-Seidel, dalam hal ini Metode
Gauss-Seidel jauh lebih cepat konvergen dibandingkan dengan Metode Jacobi. Selain itu,
Pemilihan ukuran langkah berpengaruh terhadap waktu komputasi dan banyaknya iterasi.
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