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ABSTRAK.  Dalam artikel ini dikaji suatu jenis operator linier yang memiliki 

sifat khusus yakni bagian riil dari hasil kali dalam harus bernilai negatif atau 

nol. Operator yang memenuhi sifat ini selanjutnya disebut operator 

dissipative. Diawal pembahasan artikel ini didefinisikan terlebih dahulu 

pengertian operator, yakni suatu pemetaan dari ruang vektor ke ruang vektor. 

Jika operator ini memenuhi sifat linier, maka disebut operator linier. 

Selanjutnya untuk membentuk operator dissipative, maka  operator linier 

yang dibahas dalam artikel ini dikonstruksikan pada ruang Hilbert. 

Disamping itu akan dibahas pula suatu kondisi dimana operator dissipative 

didefinisinikan pada domain yang bersifat dense di dalam 𝑋. Akhirnya, 

beberapa contoh dan pembahasan diberikan di artikel ini untuk memperjelas 

definisi operator dissipative. 
 
  
Kata Kunci: Operator Dissipative;Dense 

 

1. PENDAHULUAN 

Analisis fungsional merupakan salah satu cabang dari ilmu matematika yang 

membahas tentang ruang-ruang vektor dan masalah pemetaan pada ruang-ruang vektor. 

Pada pembahasan ruang vektor dalam analisis fungsional akan lebih sering dibahas 

mengenai konsep kekontinuan dan kekonvergenan pada barisan dalam ruang vektor 

sehingga akan ada topologi yang mempengaruhi. Dalam hal ini kata fungsional sendiri 

berarti pemetaan dari sebuah ruang vektor ke lapangannya. 

Di dalam analisis fungsional terdapat materi tentang operator, salah satunya operator 

dissipative pada ruang Hilbert. Operator sendiri merupakan pemetaan dari ruang vektor ke 

ruang vektor. Selanjutnya operator dissipative merupakan suatu operator linier bernilai 0 

atau negatif. Pada kajian makalah ini akan dikaji terlebih dahulu mengenai definisi operator 

linier dan contoh-contohnya sebagai toeri penunjang pembahasan. Pada pembahasan akan 

dikaji mengenai operator dissipative pada domain dense.   

Selanjutnya dijelaskan mengenai kajian teori meliputi ruang metrik, ruang vektor, 

ruang bernorma, ruang innerproduct, ruang Hilbert dan operator linier yang meliputi 

definisi dan contoh dengan penjelasan sebagai berikut. 

Definisi 1.1 [2] Ruang metrik adalah pasangan (𝑋, 𝑑) dengan 𝑋 himpunan tak kosong dan 

𝑑 fungsi jarak pada 𝑋 yang merupakan fungsi yang terdefinisi pada 𝑋 × 𝑋 sedemikian 

hingga untuk setiap 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 memenuhi :  

i. 𝑑(𝑥, 𝑦) ≥ 0 untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 

ii. 𝑑(𝑥, 𝑦) = 0 jika dan hanya jika 𝑥 = 𝑦 untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 

iii. 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥) untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 dan  

iv. 𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦) untuk setiap 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋. 

Contoh 1.2: (𝑋, 𝑑) dimana 𝑋 merupakan himpunan bilangan riil (ℝ) dengan                                 

𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦|,𝑥, 𝑦 ∈ ℝ.  

Selanjutnya dijelaskan mengenai ruang metrik yang lengkap dimana ruang metrik 

lengkap disebut lengkap jika setiap barisan Cauchy di ruang metrik konvergen. 

Kelengkapan ini berlaku pada ruang Hilbert juga. 
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Definisi 1.3 [3] Ruang metrik dikatakan lengkap jika setiap barisan Cauchy di dalam ruang 

tersebut konvergen. 

Contoh 1.4: himpunan bilangan real ℝ merupakan ruang metrik terhadap metrik 𝑑 dengan 

definisi metriknya sebagai berikut: 

𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦|, dengan 𝑥, 𝑦 ∈  ℝ 

maka (ℝ, 𝑑) lengkap.  

Definisi 1.5 [4] Ruang vektor 𝑉 adalah suatu himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan 

dua buah operasi, yaitu penjumlahan vektor di dalam 𝑉 dan perkalian anggota vektor pada 

𝑉 dengan bilangan skalar pada suatu lapangan 𝐹. Terhadap kedua operasi ini, 𝑉 memenuhi 

semua sifat berikut :  

i. (𝑉, +) merupakan grup komutatif  

ii. (𝑉, ∙) dengan suatu lapangan 𝐹 maka memenuhi :  

a. (𝛼 + 𝛽) 𝑢 = 𝛼𝑢 + 𝛽𝑢.  

b. 𝛼(𝑢 + 𝑣) = 𝛼𝑢 + 𝛼𝑣.  

c. (𝛼𝛽)𝑢 = 𝛼(𝛽𝑢)  

d. 1 ∙ 𝑢 = 𝑢.  

Untuk setiap  𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 dan 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐹 merupakan bilangan skalar dari suatu lapangan.  

Contoh 1.6: ℝ3 merupakan ruang vektor atas ℝ  dengan memenuhi sifat-sifat ruang vektor. 

Definisi 1.7 [2] Ruang bernorma 𝑋 merupakan ruang vektor dengan suatu norm yang 

terdefinisi didalamnya. Norm pada ruang vektor 𝑋 adalah pemetaan bernilai real pada 𝑋 

dengan nilai di suatu 𝑥 ∈ 𝑋 dinotasikan  

    ‖𝑥‖ ; dibaca  "norm dari 𝑥".  

Dan memenuhi sifat – sifat  

i. ‖𝑥‖ ≥ 0,  
ii. ‖𝑥‖ = 0 jika dan hanya jika 𝑥 = 0,  

iii. ‖𝛼𝑥‖ = |𝛼|‖𝑥‖, serta  

iv. ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖. (pertidaksamaan segitiga)  dengan 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 

dan 𝛼 adalah bilangan skalar.  

Norm pada 𝑋 dapat mendefinisikan metrik 𝑑 pada 𝑋 dengan definisi  

    𝑑(𝑥, 𝑦) = ‖𝑥 − 𝑦‖. 

Contoh 1.8 : Ruang ℓ∞ yang merupakan himpunan semua barisan bilangan kompleks yang 

terbatas dengan definisi norm yang diberikan  

‖𝑥‖ = sup
𝑘

|𝑥𝑘| dimana 𝑥 = (𝑥𝑘) ∈  ℓ∞ 

merupakan ruang bernorma. 

Definisi 1.9 [2] Ruang innerproduct merupakan ruang vektor 𝑋 dengan innerproduct 

terdefinisi pada 𝑋. Innerproduct pada 𝑋 merupakan pemetaan dari 𝑋 × 𝑋 ke lapangan 𝐹 

dari 𝑋, dengan setiap pasangan 𝑥 dan 𝑦 yang dihubungkan dengan skalar ditulis 

〈𝑥, 𝑦〉 

dan disebut innerproduct dari 𝑥 dan 𝑦, sedemikian sehingga untuk setiap 𝑥, 𝑦, 𝑧 dan skalar 

𝛼, diperoleh 
i. 〈𝑥+𝑦, 𝑧〉 = 〈𝑥, 𝑧〉 + 〈𝑦, 𝑧〉 
ii. 〈𝛼𝑥, 𝑦〉 = 𝛼〈𝑥, 𝑦〉 

iii. 〈𝑥, 𝑦〉 = 〈𝑦, 𝑥〉̅̅ ̅̅ ̅̅  
iv. 〈𝑥, 𝑥〉 ≥ 0 

〈𝑥, 𝑥〉 = 0 jika dan hanya jika 𝑥 = 𝜃. 
Innerproduct pada 𝑋 mendefinisikan norma pada 𝑋 dengan definisi 

∥ 𝑥 ∥ =  √〈𝑥, 𝑥〉 
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dan mendefinisikan metrik pada 𝑋 dengan definisi 

𝑑(𝑥, 𝑦) = ∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ =  √〈𝑥 − 𝑦, 𝑥 − 𝑦〉. 

Contoh 1.10 : Ruang ℓ2 yang merupakan himpunan semua barisan bilangan riil (𝑥𝑛) 

sedemikian hingga ∑ |𝑥𝑛|
2 < ∞∞

𝑛=1 . Dengan definisi innerproduct yang diberikan 

〈𝑥, 𝑦〉 = ∑ 𝑥𝑘𝑦̅𝑘
∞
𝑘=1  untuk setiap 𝑥 = (𝑥𝑘), 𝑦 = (𝑦𝑘) ∈ ℓ2  merupakan ruang 

innerproduct. 

Definisi 1.11 [5] Ruang innerproduct yang lengkap disebut ruang Hilbert.  

Contoh 1.12 : Ruang ℓ2 yang merupakan himpunan semua barisan bilangan riil (𝑥𝑛) 

sedemikian hingga ∑ |𝑥𝑛|
2 < ∞∞

𝑛=1 . Dengan definisi innerproduct yang diberikan 

〈𝑥, 𝑦〉 = ∑ 𝑥𝑘𝑦̅𝑘
∞
𝑘=1  untuk setiap 𝑥 = (𝑥𝑘), 𝑦 = (𝑦𝑘) ∈ ℓ2  merupakan ruang 

innerproduct yang lengkap. 

Definisi 1.13 [2] 

Suatu pemetaan pada ruang vektor ke ruang vektor disebut operator.  

Definisi 1.14 [2] 

Operator Linier T adalah operator yang memenuhi 

1. Domain 𝐷(𝑇) dari 𝑇 adalah ruang vektor dan range 𝑅(𝑇) berada di ruang 

vektor atas lapangan yang sama. 

2. Untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷(𝑇) dan skalar 𝛼 

  𝑇(𝑥 + 𝑦) = 𝑇(𝑥) + 𝑇(𝑦) 
dan 

            𝑇(𝛼𝑥) = 𝛼𝑇(𝑥) 
operator 𝑇:𝑋 → 𝑌 disebut operator dari ruang 𝑋 ke 𝑌. Sedangkan 𝑇: 𝑋 → 𝑋 merupakan 

operator yang memetakan ke dirinya sendiri atau juga sering disebut Operator 𝑋 dengan 

domain dan kodomain yang sama.  

Contoh 1.15 

Diberikan suatu pemetaan ruang vektor 𝑇:ℝ3 → ℝ2 dengan            𝑇(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
(𝑥 − 𝑦 + 𝑧,0). Maka operator 𝑇 merupakan operator linier. 

 

2. METODE PENELITIAN 

Metode penelitian yang digunakan dalam kajian ini adalah teori pustaka. Dalam teori 

pustaka ini meliputi mencari dan mempelajari referensi tentang operator linier khususnya 

operator linier dalam ruang Hilbert. Selanjutnya mencari dan mempelajari referensi tentang 

teori operator dissipative dan operator dissipative pada domain dense. 

 

3. HASIL PENELITIAN DAN PEMBAHASAN 

Pembahasan akan dijabarkan tentang definisi operator dissipative. Selanjutnya akan 

diteliti tentang operator dissipative pada domain dense dengan penjelasan sebagai berikut. 

Definisi 3.1 [1] Untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, derivatif berarah dari norm didefinisikan 

𝜏+(𝑥, 𝑦) = lim
ℎ↓0

1

ℎ
(‖𝑥 + ℎ𝑦‖ − ‖𝑥‖) 

dan 

𝜏−(𝑥, 𝑦) = lim
ℎ↑0

1

ℎ
(‖𝑥 + ℎ𝑦‖ − ‖𝑥‖). 
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Definisi 3.2 [1] 

Diberikan 𝐴 suatu operator pada 𝑋. Maka 𝐴 disebut dissipative jika dan hanya jika 

𝜏−(𝑥, 𝐴𝑥) ≤ 0 untuk setiap 𝑥 ∈ 𝒟(𝐴). Jika 𝑋 merupakan ruang Hilbert maka diperoleh 

bentuk sederhana Re〈𝑥,𝐴𝑥〉 ≤ 0 untuk setiap 𝑥 ∈ 𝒟(𝐴). 

Contoh 3.3 

Diberikan 𝐴 suatu operator pada ℝ𝑛 dengan innerproduk yang didefinisikan dengan  

𝐴(𝑥) = −𝐼(𝑥) = −𝑥 untuk setiap 𝑥 ∈ ℝ𝑛 

Ditunjukkan operator 𝐴 tersebut dissipative. 

Bukti : 

Diketahui bahwa 𝐴(𝑥) = −𝐼(𝑥) = −𝑥 untuk setiap 𝑥 ∈ ℝ𝑛. Untuk sebarang skalar 𝛼, 𝛽 
dan 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ𝑛, terlebih dahulu ditunjukkan operator 𝐴 merupakan suatu operator linier. 

𝐴(𝑥𝛼 + 𝑦𝛽)  = −𝐼(𝑥𝛼 + 𝑦𝛽) 

= −(𝑥𝛼 + 𝑦𝛽) 

= −𝑥𝛼 − 𝑦𝛽 

= −𝛼𝑥 − 𝛽𝑦 

= −𝛼𝐼(𝑥) − 𝛽𝐼(𝑦) 

= 𝛼𝐴(𝑥) + 𝛽𝐴(𝑥) 

Selanjutnya ditunjukkan bahwa operator 𝐴 dissipative. 

〈𝑥, 𝐴𝑥〉 = 𝑥 · 𝐴𝑥 = 𝑥 · (−𝑥) = −‖𝑥‖2 

sehingga nilai Re〈𝐴𝑥, 𝑥〉 = −‖𝑥‖2 ≤ 0. Oleh karena Re〈𝐴𝑥, 𝑥〉 ≤ 0 dapat disimpulkan 

bahwa 𝐴 merupakan operator dissipative. 

Contoh 3.4 

Diberikan operator linier metrik 𝐴 = [
−1 −1
1 −1

] dengan 𝐴:ℂ2 → ℂ2. Didefinisikan 

innerproduct 

〈𝑢, 𝑣〉 = 𝑢1𝑣1̅̅ ̅ + 𝑢2𝑣2̅̅ ̅ 

untuk setiap 𝑢⃑ = (𝑢1, 𝑢2), 𝑣 = (𝑣1, 𝑣2) ∈ ℂ2 dan 𝑥 = 𝑎 + 𝑏𝑖. Ditunjukkan bahwa 

operator 𝐴 tersebut dissipative. 

 

Bukti : 

Diketahui operator linier metrik 𝐴 = [
−1 −1
1 −1

] dengan 𝐴:ℂ2 → ℂ2. Diambil sebarang 

𝑥 ∈ ℂ2 dengan 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2), maka 

〈𝐴𝑥, 𝑥〉 = 〈[
−1 −1
1 −1

] [
𝑥1

𝑥2
] , [

𝑥1

𝑥2
]〉 

= 〈[
−𝑥1 − 𝑥2

𝑥1 − 𝑥2
] , [

𝑥1

𝑥2
]〉 

dengan menggunakan definisi innerproduct diperoleh 

= (−𝑥1 − 𝑥2)𝑥1̅̅̅ + (𝑥1 − 𝑥2)𝑥2̅̅ ̅ 

= −𝑥1𝑥1̅̅̅ − 𝑥2𝑥1̅̅̅ + 𝑥1𝑥2̅̅ ̅ − 𝑥2𝑥2̅̅  ̅

= −|𝑥1|
2 − 𝑥2𝑥1̅̅̅ + 𝑥1𝑥2̅̅ ̅− |𝑥2|

2 

karena 𝑥1 = 𝑎1 + 𝑏1𝑖, 𝑥2 = 𝑎2 + 𝑏2𝑖, 𝑥1̅̅̅ = 𝑎1 − 𝑏1𝑖, 𝑥2̅̅ ̅ = 𝑎2 − 𝑏2𝑖 dan           |𝑥|2 =
𝑎2 + 𝑏2 maka diperoleh 

= −(𝑎1
2 + 𝑏1

2) − (𝑎2 + 𝑏2𝑖)(𝑎1 − 𝑏1𝑖) + (𝑎1 + 𝑏1𝑖)(𝑎2 − 𝑏2𝑖) 

−(𝑎2
2 + 𝑏2

2) 

= −𝑎1
2 − 𝑏1

2
− 𝑎2

2 − 𝑏2
2
− (𝑎1𝑎2 + 𝑎1𝑏2𝑖 − 𝑎2𝑏1𝑖 + 𝑏1𝑏2) 

+(𝑎1𝑎2 − 𝑎1𝑏2𝑖 + 𝑎2𝑏1𝑖 + 𝑏1𝑏2) 

= −𝑎1
2 − 𝑎2

2 − 𝑏1
2 − 𝑏2

2 − 𝑎1𝑎2 − 𝑎1𝑏2𝑖 + 𝑎2𝑏1𝑖 − 𝑏1𝑏2 + 𝑎1𝑎2 
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−𝑎1𝑏2𝑖 + 𝑎2𝑏1𝑖 + 𝑏1𝑏2 

= −(𝑎1
2 + 𝑎2

2) − (𝑏1
2 + 𝑏2

2) − 𝑎1𝑏2𝑖 + 𝑎2𝑏1𝑖 − 𝑎1𝑏2𝑖 + 𝑎2𝑏1𝑖 

= −(𝑎1
2 + 𝑎2

2) − (𝑏1
2 + 𝑏2

2) − 2𝑎1𝑏2𝑖 + 2𝑎2𝑏1𝑖 

= −(𝑎1
2 + 𝑎2

2) − (𝑏1
2 + 𝑏2

2) − 2(𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1)𝑖 

sehingga nilai Re〈𝐴𝑥, 𝑥〉 = −(𝑎1
2 + 𝑎2

2) − (𝑏1
2 + 𝑏2

2) ≤ 0. Oleh karena 

Re〈𝐴𝑥, 𝑥〉 ≤ 0 dapat disimpulkan bahwa 𝐴 merupakan operator dissipative.  

Proposisi 3.5 [6] 

Misalkan 𝐴:= 𝒟(𝐴) → 𝑋 merupakan dissipative, dengan 𝒟(𝐴) dense dalam 𝑋. Maka 𝐴 

memiliki suatu perluasan tertutup yang mana juga merupakan dissipative. 

Bukti :  

Salah satu perluasan tersebut adalah operator 𝐴̅ yang grafiknya merupakan closure dari 

grafik 𝐴. Terdapat suatu barisan (𝑧𝑛) dalam 𝒟(𝐴) sedemikian sehingga          𝑧𝑛 → 𝑧0 

dan 𝐴𝑧𝑛 → 𝑦 untuk suatu 𝑦 ∈ 𝑋. Misalkan terdapat barisan lain (𝑧𝑛
′) dalam 𝒟(𝐴) 

dengan 𝑧𝑛′ → 𝑧0 dan 𝐴𝑧𝑛′ → 𝑣 untuk suatu 𝑣 ∈ 𝑋. Karena 𝒟(𝐴) dense diperoleh 𝑦 =
𝑣. Jadi, 𝐴̅ tertutup. Selanjutnya ditunjukkan bahwa 𝐴̅ merupakan dissipative. Jika 𝑧0 ∈
𝒟(𝐴̅), maka terdapat suatu barisan (𝑧𝑛) dalam 𝒟(𝐴) dengan 𝑧𝑛 → 𝑧0 dan 𝐴𝑧𝑛 → 𝐴̅𝑧0. 

Kemudian diperoleh Re〈𝐴̅𝑧0, 𝑧0〉 = lim
𝑛→∞

Re〈𝐴𝑧𝑛, 𝑧𝑛〉 ≤ 0 maka 𝐴̅ merupakan 

dissipative. 

4. SIMPULAN  

 

Berdasarkan hasil dari kajian diperoleh bahwa suatu operator dikatakan operator 

dissipative jika bagian riil dari 〈𝐴𝑥, 𝑥〉 bernilai 0 atau negatif yang dinotasikan 

Re〈𝐴𝑥, 𝑥〉 ≤ 0. Kemudian suatu operator dissipative pada domain dense juga merupakan 

suatu operator dissipative berdasarkan proposisi yang menyatakan bahwa jika 𝐴 

merupakan dissipative dengan domain dense, maka 𝐴 memiliki suatu perluasan tertutup 

yang mana juga merupakan operator dissipative. 
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