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Abstrak 

 

Model periodic autoregressive with exogenous variable (PARX) adalah model runtun waktu yang 

digunakan untuk mengetahui hubungan dinamis antara variabel endogen dengan variabel 

eksogen.Model PARX merupakan pengembangan dari model periodic autoregressive (PAR) dengan 

menambahkan variabel eksogen ke dalam modelnya.Variabel eksogen adalah variabel yang 

berpengaruh terhadap variabel lainnya, namun sebaliknya tidak dipengaruhi oleh variabel lainnya 

dalam satu model.Pada umumnya, metode estimasi parameter untuk model PARX adalah metode 

kuadrat terkecil (least square/LS) namun tidak dipertimbangkan parameter yang tidak signifikan, 

akibatnya estimator yang dihasilkan tidak akurat. Dengan demikian diperlukan pembatas linear 

untuk parameter tertentu, sehingga metode kuadrat terkecil dua tahap (two stage least square/2SLS) 

tepat untuk mengatasi masalah tersebut. Tujuanpenelitian untuk melakukan kajian ulang model 

PARX dan estimasi parameternya dengan metode kuadrat terkecil dua tahap. Perhitungan metode 

kuadrat terkecil dua tahap pada dasarnya sama dengan metode kuadrat terkecil (least square/LS) 

namun proses estimasinya melalui dua tahap LS. Hasil kajian menunjukkan diperoleh model PARX 

dan asumsinya serta estimasi parameter dengan metode kuadrat terkecil dua tahap. 

 

Kata Kunci: 2SLS; PAR; PARX; runtun waktu 

 

1. PENDAHULUAN 

Runtun waktu adalah himpunan observasi terurut dalam waktu (Wei, 

1994).Ide dasar dari runtun waktu yaitu pengamatan sekarang dipengaruhi oleh 

satu atau beberapa pengamatan sebelumnya.Analisis runtun waktu merupakan 

salah satu prosedur statistika yang diterapkan untuk meramalkan struktur 

probabilistik keadaan yang akandatang dalam rangka pengambilan keputusan 

(Aswi dan Sukarna, 2006). Tujuan dari analisis runtun waktu yaitu meramalkan 

kondisi di masa mendatang berdasarkan pengamatan masa sekarang, 

mengetahui hubungan antara variabel yang terlibat, dan mengetahui adanya 

kontroling proses (Makridakiset al., 1999). 

Analisis runtun waktu dapat diterapkan dalam berbagai bidang ilmu, 

misalnya ekonomi, bisnis, industri, dan lain-lain. Metode runtun waktu adalah 

metode peramalan menggunakan analisa plot hubungan antara variabel yang 

akan diperkirakan dengan variabel waktu. Langkah penting dalam memilih 

suatu metode runtun waktu yang tepat dengan mempertimbangkan jenis pola 

data sehingga metode yang paling tepat dengan pola tersebut dapat 

diuji.Menurut Hanke dan Wichern (2005), ada empat macam tipe pola data, 

yaitu horizontal, tren, musiman, dan siklis. 

Data musiman menunjukkan suatu pola yang berulang secara teratur dari 

satu periode ke periode berikutnya dalam jangka pendek yaitu kurang dari satu 
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 tahun. Menurut Cryer (1986), runtun waktu musiman mempunyai karakteristik 

yang ditunjukkan oleh adanya korelasi beruntun yang kuat pada jarak musiman. 

Permasalahan musiman sering dijumpai dalam fenomena kehidupan sehari-

hari, misalnya data penjualan pakaian, curah hujan, harga minyak mentah, dan 

lain sebagainya. 

Ada berbagai pendekatan untuk pemodelan dan peramalan data runtun 

waktu musiman, salah satunya mengasumsikan variasi musim yang 

digambarkan dengan memungkinkan parameter dalam autoregresi bervariasi 

musim disebut  periodic autoregressive (PAR). Model PAR adalah sebuah 

model periodik yang digunakan pada data musiman yang stasioner, di mana 

rata-rata dan variansinya periodik terhadap waktu (Rusmawati, 2016).Model ini 

biasanya diterapkan pada data runtun waktu bulanan dan kuartalan (Ghosh, 

2011). 

Salah satu pengembangan dari model PAR yaitu dengan menambahkan 

variabel eksogen ke dalam modelnya yang disebut dengan model periodic 

autoregressivewith exogenous variable (PARX) (Ursu dan Pereau, 2017). 

Model PARX adalah model runtun waktu yang digunakan untuk mengetahui 

hubungan dinamis antara variabel endogen dengan variabel eksogen.Variabel 

endogen adalah variabel yang dipengaruhi oleh variabel lain di dalam model, 

sedangkan variabel eksogen adalah variabel yang mempengaruhi variabel lain 

di dalam model (Sugiyono, 2009).  

Beberapa penelitian tentang model runtun waktu yang hanya melibatkan 

variabel endogen telah dilakukan, diantaranya estimasi menggunakan metode 

momen berdasarkan persamaan Yule-Walker yang digunakan Pagano (1978), 

Troutman (1979), dan McLeod (1994).Franses dan Paap (2004) melalukan 

penelitian tentang estimasi menggunakan kuadrat terkecil pada kasus univariat, 

sedangkan pada kasus multivariat dilakukan Lütkepohl (2005). Ursu dan 

Turkman (2012) mengidentifikasi model PAR menggunakan algoritme 

genetic,Ursu dan Pereau (2016) menerapkan model PAR pada arus sungai 

Garonne, serta Maçairaet al. (2017)  menerapkan model PAR pada arus masuk 

waduk,. 

Dalam analisis runtun waktu, variabel endogen mungkin dipengaruhi 

oleh variabel eksogen.Beberapa penelitian tentang model runtun waktu yang 

melibatkan variabel endogen dan eksogen telah dilakukan, diantaranyaperiodic 

autoregressive with exogenous variables and periodic variances dilakukan 

Andel (1989), Paroli dan Spezia (2008) melakukan penelitian model PAR 

dengan state-dependent exogenous variables, Angelini dan Angelis (2016) 

menerapkan model PARX untuk memprediksi pertandingan sepakbola, serta 

Ursu dan Pereau (2017) untuk mengetahui hubungan antara hasil tangkapan 

ikan dengan suhu permukaan laut.  

Pada umumnya, metode estimasi parameter untuk model PARX adalah 

metode least square dengan cara meminimumkan jumlah kuadrat residunya. 

Namun hal tersebut tidak mempertimbangkan parameter yang tidak signifikan, 

akibatnya estimator yang dihasilkan tidak akurat.Oleh karena itu, untuk 

mengatasi masalah ini diperlukan pembatas linear untuk parameter tertentu 

(Rusmawati, 2016). Penerapan estimasi ini dikenal dengan istilah metode least 

square dua tahap (two stage least square). Berdasarkan uraian sebelumnya, 

pada penelitian ini dilakukan kajian ulang model  periodic autoregressive with 
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exogenous variable dan estimasi parameternya dengan metode kuadrat terkecil 

dua tahap. 

 

 

 

2. METODE PENELITIAN 

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah studi literatur, 

dengan mengumpulkan referensi berupa jurnal, artikel, dan buku yang dapat 

mendukung pembahasan tentang estimasi parameter model PARX 

menggunakan metode kuadrat terkecil dua tahap. Berikut langkah-langkah yang 

dilakukan dalam penelitian ini. 

a. Mengeksplorasi penelitian-penelitian terkait model PARX dan asumsi-

asumsi yang dipergunakan. 

b. Melakukan kajian estimasi parameter model PARX menggunakan metode 

kuadrat terkecil dua tahap.Tahap pertama, menentukan estimator dari 

modelPARX yaitu 𝜷̂(𝑣) dengan menurunkan 𝑆(𝜷) terhadap 𝜷(𝑣). Tahap 

kedua menentukan estimator yaitu 𝝃̂(𝑣)dengan menurunkan 𝑆(𝝃) terhadap 

𝝃𝑇(𝑣) dimana parameter 𝜷(𝑣) diasumsikan sebagai batasan linear. 

c. Melakukan analisis hasil dari langkah (a) dan (b),interpretasi,dan 

selanjutnya melakukan penarikkan simpulan. 

 

3. HASIL PENELITIAN DAN PEMBAHASAN 

Pada bagian hasil penelitian dan pembahasan, dibahas mengenai model 

periodic autoregressive with exogenous variable (PARX) dan asumsinya serta 

estimasi parameternya dengan metode kuadrat terkecil dua tahap. 

 

a. Model Periodic Autoregressive with Exogenous Variable (PARX) 

Model PARX merupakan pengembangan dari model PAR dengan 

menambahkan variabel eksogen ke dalam modelnya.Model PARX adalah salah 

satu model runtun waktu yang digunakan untuk mengetahui hubungan dinamis 

antara variabel endogen dengan variabel eksogen. Variabel endogen 

dinotasikan oleh 𝑌𝑡, variabel eksogen dinotasikan oleh 𝑋𝑡, dan proses residu 

dinotasikan oleh 𝜖𝑡. Menurut Ursu dan Pereau (2017), variabel 𝑌𝑡 dan 𝑋𝑡 
diasumsikan sebagai proses stasioner periodik.Seri periodik disebut juga 

dengan korelasi berkala (Gladyshev, 1961) atau cyclostationary (Lund dan 

Basawa, 2000). 

Menurut Andel (1989), bentuk umum model PARX dengan orde 𝑝(𝑣) 
dan eksogen 𝑚(𝑣) yang dilambangkan dengan PARX(𝑝(𝑣),𝑚(𝑣)) untuk 

bulanan (𝑠 = 12)adalah 

𝑌𝑛𝑠+𝑣 = ∑ 𝜙𝑘(𝑣)𝑌𝑛𝑠+𝑣−𝑘
𝑝(𝑣)
𝑘=1 + ∑ 𝜃𝑗(𝑣)𝑋𝑛𝑠+𝑣−𝑗

𝑚(𝑣)
𝑗=1 + 𝜖𝑛𝑠+𝑣 (1) 

untuk𝑛 = 0,1, … , 𝑁 − 1 dan 𝑣 = 1,2, … , 𝑠. Variabel acak 胴𝑛𝑠+𝑣 adalah 

besarnya pengamatan selama periode ke−𝑣 untuk setiap musimnya pada tahun 

𝑛, 𝑛 ∈ ℤ. Orde 𝑝(𝑣) adalah orde model AR pada periode 𝑣.Parameter 

𝜙𝑘(𝑣), 𝑘 = 1,2,… , 𝑝(𝑣) adalah parameter model AR pada periode 𝑣. Berkaitan 

dengan variabel eksogen 𝑋𝑡, orde 𝑚(𝑣) adalah orde model AR pada periode 𝑣 

sedangkan 𝜃𝑗, 𝑗 = 1,2,… ,𝑚(𝑣) adalah parameter model AR pada periode 𝑣. 

Diasumsikan bahwa Xt dan ϵt merupakan proses independen (Ursu dan Pereau, 
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 2017).Jika 𝑠 = 1 maka model tersebut menjadi model AR klasik dengan 

variabel eksogen (Andel, 1989). 

 

 

 

b. Asumsi Model Periodic Autoregressive with Exogenous Variable 

(PARX) 

1) Stasioneritas 

Ide dasar dari stasioneritas adalah hukum probabilitas mengharuskan 

proses tidak berubah sepanjang waktu, dengan kata lain proses dalam 

keadaan setimbang secara statistik (Cryer, 1986). Sekumpulan data 

dinyatakan stasioner jika rata-rata dan varian dari data tersebut tidak 

mengalami perubahan secara sistematik sepanjang waktu (Usman, 2006). 

Secara umum, ketidakstasioneran suatu data time seriesmeliputi varians dan 

rata–rata. Proses stasioneritas data dalam varians dilakukan dengan 

transformasi Box-Cox, sedangkan proses stasioneritas data dalam rata–rata 

dilakukan dengan pembedaan (differencing). 

2) Residual White Noise 

Proses residu ϵ = {ϵt, t ∈ ℤ}dinamakanwhite noise periodik, jika 

barisan variabel acak yang berurutan tidak saling berkorelasi dan mengikuti 

distribusi tertentu, dengan rata-rataE(ϵt) = 0,variansi konstan 

var(ϵns+v) = σ
2(v) > 0, 𝑣 = 1,2, … , 𝑠, dan nilai kovariansi 𝛾𝑘 =

𝑐𝑜𝑣(ϵt, ϵt+k) = 0 untuk 𝑘 ≠ 0 (Rusmawati, 2016).  

3) Normalitas residual 

Normalitas residual dilakukan untuk mengetahui apakah residual 

berdistribusi normal atau tidak. Pengujian dapat dilakukan dengan analisis 

grafik normal probability plot atau uji Kolmogorov-Smirnov.Jika residu 

berada disekitar garis diagonal maka residual berdistribusi normal. 

Sebaliknya, jika residual tidak berdistribusi normal, maka residu akan 

menyebar.  

 

c. Estimasi Parameter Model PARX dengan Metode Kuadrat Terkecil Dua 

Tahap 

Estimasi model PARX pada persamaan (1) menggunakan metode least 

square dua tahap.Perhitungan metode least square dua tahap pada dasarnya 

sama dengan metode least square, namun proses estimasinya melalui dua tahap 

LS. Tahap pertama adalah estimasi model menggunakan kuadrat terkecil tanpa 

pembatas.Tahap kedua adalah estimasi model menggunakan kuadrat terkecil 

dengan pembatas linear.Estimator yang tidak signifikan pada tahap pertama 

dijadikan sebagai pembatas linear pada tahap kedua (Rusmawati, 2016). 

Misalkan data runtun waktu 𝑌𝑛𝑠+𝑣dengan 𝑛 = 0,1, … ,𝑁 − 1, 𝑁 adalah 

jumlah populasi, 𝑣 = 1,2, … , 𝑠, 𝑠 adalah banyaknya periode, dan ukuransampel 

𝑛 = 𝑁𝑠.Model PARX pada persamaan (1) dapat dibentuk menjadi bentuk 

matriks, yaitu 

𝒛(𝑣) = 𝒁(𝑣)𝜷(𝑣) + 𝒆(𝑣), 𝑣 = 1,2, … , 𝑠  (2) 

dengan strukturnya diuraikan sebagai berikut. 

𝒛(𝑣) = [𝑌𝑣 𝑌𝑠+𝑣 ⋯ 𝑌(𝑁−1)𝑠+𝑣]𝑇, 

𝒁(𝑣) = [𝒀(𝑣)𝑿(𝑣)], dengan 
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𝒀(𝑣) =

[
 
 
 

𝑌𝑣−1 𝑌𝑣−2 ⋯ 𝑌𝑣−𝑝(𝑣)

𝑌𝑠+𝑣−1 𝑌𝑠+𝑣−2 ⋯ 𝑌𝑠+𝑣−𝑝(𝑣)
⋮

𝑌(𝑁−1)𝑠+𝑣−1

⋮
𝑌(𝑁−1)𝑠+𝑣−2

⋱
⋯

⋮
𝑌(𝑁−1)𝑠+𝑣−𝑝(𝑣)]

 
 
 

dan 

𝑿(𝑣) =

[
 
 
 

𝑋𝑣 𝑋𝑣−1 ⋯ 𝑋𝑣−𝑚(𝑣)

𝑋𝑠+𝑣 𝑋𝑠+𝑣−1 ⋯ 𝑋𝑠+𝑣−𝑚(𝑣)
⋮

𝑋(𝑁−1)𝑠+𝑣

⋮
𝑋(𝑁−1)𝑠+𝑣−1

⋱
⋯

          ⋮
𝑋(𝑁−1)𝑠+𝑣−𝑚(𝑣)]

 
 
 

, 

𝜷(𝑣) = (𝝓(𝑣), 𝜽(𝑣))𝑇, dengan 

𝝓(𝑣) = [𝜙1(𝑣)𝜙2(𝑣) …  𝜙𝑝(𝑣)(𝑣)]
𝑇dan𝜽(𝑣) = [𝜃0(𝑣)𝜃1(𝑣) …  𝜃𝑚(𝑣)(𝑣)]

𝑇 

𝒆(𝑣) = [𝜖𝑣 𝜖𝑠+𝑣 … 𝜖(𝑁−1)𝑠+𝑣]𝑇, 

dengan𝒛(𝑣) adalah vektor berukuran (𝑁 × 1),𝒁(𝑣)adalahmatriks random 

berukuran (𝑁× (𝑝(𝑣)+ 1+𝑚(𝑣))),𝜷(𝑣) adalah vektor berukuran((𝑝(𝑣)+
1+𝑚(𝑣)) × 1), dan 𝒆(𝑣) adalah vektor berukuran (𝑁 × 1). 

 

d. Estimasi Parameter Kuadrat Terkecil Tanpa Pembatas 

Estimasi parameter kuadrat terkecil tanpa pembatas ekuivalen dengan 

metode least square (LS).Persamaan (2) dapat ditulis sebagai 

𝒆(𝑣) = 𝒛(𝑣) − 𝒁(𝑣)𝜷(𝑣).   (3) 

Parameter model PARX adalah vektor 𝜷(𝑣), yaitu 

𝜷(𝑣) = (𝝓(𝑣), 𝜽(𝑣))𝑇 

dengan 

𝝓(𝑣) = [𝜙1(𝑣)𝜙2(𝑣) …  𝜙𝑝(𝑣)(𝑣)]
𝑇𝜽(𝑣) = [𝜃0(𝑣)𝜃1(𝑣) …  𝜃𝑚(𝑣)(𝑣)]

𝑇. 

Berdasarkan prinsip metode least square, dibentuk fungsi 𝑆(𝜷) yang 

merupakan jumlah kuadrat residu dari persamaan (3) yaitu 

𝑆(𝜷) =∑𝒆𝑇(𝑣)𝒆(𝑣)

𝑠

𝑣=1

 

= ∑∑(𝑌𝑛𝑠+𝑣 −∑𝜙𝑘(𝑣)𝑌𝑛𝑠+𝑣−𝑘

𝑝(𝑣)

𝑘=1

− ∑ 𝜃𝑗(𝑣)𝑋𝑛𝑠+𝑣−𝑗

𝑚(𝑣)

𝑗=1

)

2
𝑠

𝑣=1

𝑁−1

𝑛=0

              (4) 

Konsep untuk meminimumkan persamaan (4) yaitu dengan menurunkan 

secara parsial fungsi 𝑆(𝜷) terhadap 𝜙𝑘(𝑣)dan 𝜃𝑗(𝑣), dengan hasil turunan 

bernilai nol (Ursu dan Duchesne, 2009). Berikut turunan parsial fungsi 

𝑆(𝜷)terhadap 𝜙𝑘(𝑣). 
𝜕𝑆(𝜷)

𝜕𝜙𝑘(𝑣)
= 0 

2∑∑(𝑌𝑛𝑠+𝑣 −∑𝜙𝑘(𝑣)𝑌𝑛𝑠+𝑣−𝑘

𝑝(𝑣)

𝑘=1

− ∑ 𝜃𝑗(𝑣)𝑋𝑛𝑠+𝑣−𝑗

𝑚(𝑣)

𝑗=1

)

𝑠

𝑣=1

(−𝑌𝑛𝑠+𝑣−𝑘)

𝑁−1

𝑛=0

= 0 

∑∑(𝑌𝑛𝑠+𝑣 −∑𝜙𝑘(𝑣)𝑌𝑛𝑠+𝑣−𝑘

𝑝(𝑣)

𝑘=1

− ∑ 𝜃𝑗(𝑣)𝑋𝑛𝑠+𝑣−𝑗

𝑚(𝑣)

𝑗=1

)

𝑠

𝑣=1

(𝑌𝑛𝑠+𝑣−𝑘)

𝑁−1

𝑛=0

= 0 

∑𝑌𝑛𝑠+𝑣−𝑘

𝑁−1

𝑛=0

. 𝜖𝑛𝑠+𝑣 = 0. 
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 Diperoleh turunan parsial fungsi 𝑆(𝜷) terhadap 𝜙𝑘(𝑣) yaitu 

𝜕𝑆(𝜷)

𝜕𝜙𝑘(𝑣)
= ∑ 𝑌𝑛𝑠+𝑣−𝑘

〱−1

𝑛=0

. 𝜖𝑛𝑠+𝑣 = 0. 

 

Berikut turunan parsial fungsi 𝑆(𝜷)terhadap 𝜃𝑗(𝑣). 
𝜕𝑆(𝜷)

𝜕𝜃𝑗(𝑣)
= 0 

2∑∑(𝑌𝑛𝑠+𝑣 −∑𝜙𝑘(𝑣)𝑌𝑛𝑠+𝑣−𝑘

𝑝(𝑣)

𝑘=1

− ∑ 𝜃𝑗(𝑣)𝑋𝑛𝑠+𝑣−𝑗

𝑚(𝑣)

𝑗=1

)

𝑠

𝑣=1

(−𝑋𝑛𝑠+𝑣−𝑗)

𝑁−1

𝑛=0

= 0 

−2∑∑(𝑌𝑛𝑠+𝑣 −∑𝜙𝑘(𝑣)𝑌𝑛𝑠+𝑣−𝑘

𝑝(𝑣)

𝑘=1

− ∑ 𝜃𝑗(𝑣)𝑋𝑛𝑠+𝑣−𝑗

𝑚(𝑣)

𝑗=1

)

𝑠

𝑣=1

(𝑋𝑛𝑠+𝑣−𝑗)

𝑁−1

𝑛=0

= 0 

∑∑(𝑌𝑛𝑠+𝑣 −∑𝜙𝑘(𝑣)𝑌𝑛𝑠+𝑣−𝑘

𝑝(𝑣)

𝑘=1

− ∑ 𝜃𝑗(𝑣)𝑋𝑛𝑠+𝑣−𝑗

𝑚(𝑣)

𝑗=1

)

𝑠

𝑣=1

(𝑋𝑛𝑠+𝑣−𝑗)

𝑁−1

𝑛=0

= 0 

∑𝑋𝑛𝑠+𝑣−𝑗

𝑁−1

𝑛=0

. 𝜖𝑛𝑠+𝑣 = 0. 

Diperoleh turunan parsial fungsi 𝑆(𝜷) terhadap 𝜃𝑗(𝑣) yaitu 

𝜕𝑆(𝜷)

𝜕𝜃𝑗(𝑣)
= ∑𝑋𝑛𝑠+𝑣−𝑗

𝑁−1

𝑛=0

. 𝜖𝑛𝑠+𝑣 = 0. 

 

Dari turunan parsial fungsi 𝑆(𝜷) terhadap 𝜙𝑘(𝑣)dan  𝜃𝑗(𝑣), diperoleh 

persamaandalam bentuk matriks untuk musim tertentu 𝑣sebagai berikut. 

𝒁𝑇(𝑣)𝒆(𝑣) = 0,    (5) 

dengan 𝒆(𝑣) = 𝒛(𝑣) − 𝒁(𝑣)𝜷(𝑣), sehingga persamaan (5) menjadi 

𝒁𝑇(𝑣)[𝒛(𝑣)−𝒁(𝑣)â(𝑣)] = 0 

𝒁𝑇(𝑣)𝒛(𝑣)− _𝑇(𝑣)𝒁(𝑣)𝜷(𝑣) 

𝒁𝑇(𝑣)𝒛(𝑣) = 𝒁𝑇(𝑣)𝒁(𝑣)𝜷(𝑣).   (6) 

Estimator 𝜷̂(𝑣) = (𝝓̂(𝑣), 𝜽̂(𝑣))
𝑇
 untuk setiap 𝑣 tetap dapat ditentukan dengan 

mengalikan ruas kiri dan kanan pada persamaan (6) dengan invers dari 

matriks 𝒁𝑇(𝑣)𝒁(𝑣), sehingga menjadi 

[𝒁𝑇(𝑣)𝒁(𝑣)]
−1
𝒁𝑇(𝑣)𝒛(𝑣) = [𝒁𝑇(𝑣)𝒁(𝑣)]

−1
𝒁𝑇(𝑣)𝒁(𝑣)𝜷(𝑣). 

Oleh karena [𝒁𝑇(𝑣)𝒁(𝑣)]
−1
[𝒁𝑇(𝑣)𝒁(𝑣)] menghasilkan matriks identitas, 

maka diperoleh 

[𝒁𝑇(𝑣)𝒁(𝑣)]
−1
𝒁𝑇(𝑣)𝒛(𝑣) = 𝑰𝜷(𝑣). 

Jadi, estimator model PARX pada tahap pertama adalah 

𝜷̂(𝑣) = [𝒁𝑇(𝑣)𝒁(𝑣)]
−1
𝒁𝑇(𝑣)𝒛(𝑣). 

 

i. Estimasi Parameter Kuadrat Terkecil dengan Pembatas Linear 

Diasumsikan vektor 𝜷(𝑣) berukuran (𝑝(𝑣) + 1 +𝑚(𝑣)) ×
1sebagaipembatas linear dengan persamaan 
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𝜷(𝑣) = 𝑹(𝑣)𝝃(𝑣) + 𝒃(𝑣)   (7) 

dengan𝑹(𝑣) adalah matriks berukuran (𝑝(𝑣) + 1 +𝑚(𝑣)) × 𝐾(𝑣)dari orde 

𝐾(𝑣),𝝃(𝑣)  adalah vektor berukuran𝐾(𝑣) × 1 dari parameter yang tidak 

diketahui, dan𝒃(𝑣) adalahvektor konstan berukuran(𝑝(𝑣) + 1 +𝑚(𝑣)) × 1. 

Diasumsikan bahwa matriks 𝑹(𝑣) = 𝑰𝑝(𝑣)+1+𝑚(𝑣), dengan𝑰𝑝(𝑣)+1+𝑚(𝑣) 

matriks identitas berukuran (𝑝(𝑣) + 1 +𝑚(𝑣)) × (𝑝(𝑣) + 1 +𝑚(𝑣)) dan 

𝒃(𝑣) = 𝟎, 𝑣 = 1,2, … , 𝑠. Secara umum, matriks 𝑹(𝑣) dan vektor 𝒃(𝑣)dapat 

memberikan batasan linear pada parameter di musim yang sama. Dengan 

mensubstitusikan persamaan (7) ke persamaan (3), diperoleh 

𝒆(𝑣) = 𝒛(𝑣) − 𝒁(𝑣)[𝑹(𝑣)𝝃(𝑣) + 𝒃(𝑣)].  (8) 

Berdasarkan prinsip metode least square, dibentuk fungsi 𝑆(𝝃) yang 

merupakan jumlah kuadrat residu pada persamaan (8), yaitu 

𝑆(𝝃) = 𝒆𝑇(𝑣)𝒆(𝑣) 
= [𝒛(𝑣) − 𝒁(𝑣)[𝑹(𝑣)𝝃(𝑣) + 𝒃(𝑣)]]𝑇[𝒛(𝑣) − 𝒁(𝑣)[𝑹(𝑣)𝝃(𝑣)

+ 𝒃(𝑣)]] 
= [𝒛𝑇(𝑣) − [𝑹(𝑣)𝝃(𝑣) + 𝒃(𝑣)]𝑇𝒁𝑇(𝑣)][𝒛(𝑣) − 𝒁(𝑣)[𝑹(𝑣)𝝃(𝑣)

+ 𝒃(𝑣)]] 
= [𝒛𝑇(𝑣) − [𝝃𝑇(𝑣)𝑹𝑇(𝑣) + 𝒃𝑇(𝑣)]𝒁𝑇(𝑣)][𝒛(𝑣) − 𝒁(𝑣)[𝑹(𝑣)𝝃(𝑣)

+ 𝒃(𝑣)]] 
= [𝒛𝑇(𝑣) − 𝝃𝑇(𝑣)𝑹𝑇(𝑣)𝒁𝑇(𝑣) − 𝒃𝑇(𝑣)𝒁𝑇(𝑣)][𝒛(𝑣)

− 𝒁(𝑣)𝑹(𝑣)𝝃(𝑣) − 𝒁(𝑣)𝒃(𝑣)] 
= [𝒛𝑇(𝑣)𝒛(𝑣) − 𝒛𝑇𝒁(𝑣)𝑹(𝑣)𝝃(𝑣) − 𝒛𝑇𝒁(𝑣)𝒃(𝑣) + 𝝃𝑇(𝑣)𝑹𝑇(𝑣) 

𝒁𝑇(𝑣)𝒁(𝑣)𝑹(𝑣)𝝃(𝑣)+ 𝝃𝑇(𝑣)𝑹𝑇(𝑣)𝒁𝑇(𝑣)𝒁(𝑣)𝒃(𝑣)−𝒃𝑇(𝑣) 

𝒁𝑇(𝑣)𝒛(𝑣)+𝒃𝑇(𝑣)𝒁𝑇(𝑣)𝒁(𝑣)𝑹(𝑣)𝝃(𝑣)+𝒃𝑇(𝑣)𝒁𝑇(𝑣)𝒁(𝑣)𝒃(𝑣)], 
dengan𝒛𝑇(𝒗)𝒁(𝑣)𝑹(𝑣)𝝃(𝑣), 𝒛𝑇(𝒗)𝒁(𝑣)𝒃(𝑣), dan 

𝒃𝑇(𝑣)𝒁𝑇(𝑣)𝒁(𝑣)𝑹(𝑣)𝝃(𝑣)merupakan skalar, sehingga transposnya adalah 

[𝒛𝑇(𝒗)𝒁(𝑣)𝑹(𝑣)𝝃(𝑣)]
𝑇
= 𝝃𝑇(𝑣)𝑹𝑇(𝑣)𝒁𝑇(𝑣)𝒛(𝑣) 

[𝒛𝑇(𝒗)𝒁(𝑣)𝒃(𝑣)]
𝑇
= 𝒃𝑇(𝑣)𝒁𝑇(𝑣)𝒛(𝑣) 

[𝒃
𝑇
(𝑣)𝒁𝑇(𝑣)𝒁(𝑣)𝑹(𝑣)⌃(𝑣)]

𝑇
= 𝝃𝑇(𝑣)𝑹𝑇(𝑣)𝒁𝑇(𝑣)𝒁(𝑣)𝒃(𝑣). 

Akibatnya, 

𝑆(𝝃) = [𝒛𝑇(𝑣)𝒛(𝑣) − 2𝝃𝑇(𝑣)𝑹𝑇(𝑣)𝒁𝑇(𝑣)𝒛(𝑣) + 𝝃𝑇(𝑣)𝑹𝑇(𝑣)𝒁𝑇(𝑣)𝒁(𝑣) 
𝑹(𝑣)𝝃(𝑣) + 2𝝃𝑇(𝑣)𝑹𝑇(𝑣)𝒁𝑇(𝑣)𝒁(𝑣)𝒃(𝑣) − 2𝒃𝑇(𝑣)𝒁𝑇(𝑣)𝒛(𝑣) + 

𝒃𝑇(𝑣)𝒁𝑇(𝑣)𝒁(𝑣)𝒃(𝑣)].      (9) 

 

Konsep untuk meminimumkan persamaan (9) yaitu dengan menurunkan 

fungsi 𝑆(𝝃) terhadap 𝝃𝑇(𝑣) dengan hasil turunan bernilai nol (Ursu dan 

Turkman, 2012). Berikut turunan fungsi 𝑆(𝝃) terhadap 𝝃𝑇(𝑣). 
𝜕𝑆(𝝃)

𝜕𝝃𝑇(𝑣)
= 0 

−2𝑹𝑇(𝑣)𝒁𝑇(𝑣)𝒛(𝑣) + 2𝑹𝑇(𝑣)𝒁𝑇(𝑣)𝒁(𝑣)𝑹(𝑣)𝝃(𝑣)
+ 2𝑹𝑇(𝑣)𝒁𝑇(𝑣)𝒁(𝑣)𝒃(𝑣) = 0 

2𝑹𝑇(𝑣)𝒁𝑇(𝑣)𝒁(𝑣)𝑹(𝑣)𝝃(𝑣) = 2𝑹𝑇(𝑣)𝒁𝑇(𝑣)𝒛(𝑣) − 2𝑹𝑇(𝑣)𝒁𝑇(𝑣)𝒁(𝑣)𝒃(𝑣) 
𝑹𝑇(𝑣)𝒁𝑇(𝑣)𝒁(𝑣)𝑹(𝑣)𝝃(𝑣) = 𝑹𝑇(𝑣)𝒁𝑇(𝑣)𝒛(𝑣) − 𝑹𝑇(𝑣)𝒁𝑇(𝑣)𝒁(𝑣)𝒃(𝑣) 

𝑹𝑇(𝑣)𝒁𝑇(𝑣)𝒁(𝑣)𝑹(𝑣)𝝃(𝑣) = 𝑹𝑇(𝑣)𝒁𝑇(𝑣)[𝒛(𝑣) − 𝒁(𝑣)𝒃(𝑣)].  (10) 
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 Estimator 𝝃̂(𝑣)ditentukan dengan mengalikan ruas kiri dan kanan pada 

persamaan (10) dengan invers dari matriks 𝑹𝑇(𝑣)𝒁𝑇(𝑣)𝒁(𝑣)𝑹(𝑣) sehingga 

diperoleh 

[𝑹𝑇(𝑣)𝒁𝑇(𝑣)𝒁(𝑣)𝑹(𝑣)]
−1
𝑹𝑇(𝑣)𝒁𝑇(𝑣)𝒁(𝑣)𝑹(𝑣)𝝃(𝑣)

= [𝑹𝑇(𝑣)𝒁𝑇(𝑣)𝒁(𝑣)𝑹(𝑣)]
−1
𝑹𝑇(𝑣)𝒁𝑇(𝑣)[𝒛(𝑣)−𝒁(𝑣)𝒃(𝑣)] 

Oleh karena [𝑹𝑇(𝑣)𝒁𝑇(𝑣)𝒁(𝑣)𝑹(𝑣)]
−1
[𝑹𝑇(𝑣)𝒁𝑇(𝑣)𝒁(𝑣)𝑹(𝑣)] menghasilkan 

matriks identitas, maka diperoleh 

𝑰𝝃(𝑣) = [𝑹𝑇(𝑣)𝒁𝑇(𝑣)𝒁(𝑣)𝑹(𝑣)]−1𝑹𝑇(𝑣)𝒁𝑇(𝑣)[𝒛(𝑣) − 𝒁(𝑣)𝒃(𝑣)]. 
Jadi, estimator model PARX pada tahap kedua adalah 

𝝃̂(𝑣) = [𝑹𝑇(𝑣)𝒁𝑇(𝑣)𝒁(𝑣)𝑹(𝑣)]
−1
𝑹𝑇(𝑣)𝒁𝑇(𝑣)[𝒛(𝑣)−𝒁(𝑣)𝒃(𝑣)] 

 

 

4. SIMPULAN 

Berdasarkan hasil penelitian dan pembahasan diperoleh dua kesimpulan 

berikut. 

a. Model PARX merupakan pengembangan dari model PAR dengan 

menambahkan variabel eksogen ke dalam modelnya. Model 

PARX(𝑝(𝑣),𝑚(𝑣))dituliskan sebagai, 

𝑌𝑛𝑠+𝑣 = ∑ 𝜙𝑘(𝑣)𝑌𝑛𝑠+𝑣−𝑘

𝑝(𝑣)

𝑘=1

+ ∑ 𝜃𝑗(𝑣)𝑋𝑛𝑠+𝑣−𝑗

𝑚(𝑣)

𝑗=1

+ 𝜖𝑛𝑠+𝑣 

denganasumsi stasioneritas, residual white noise, dan normalitas residual. 

b. Estimasi parameter model PARX dilakukan menggunakan metode kuadrat 

terkecil dua tahap. Estimator model PARX untuk tahap pertama yaitu 

𝜷̂(𝑣) = [𝒁𝑇(𝑣)𝒁(𝑣)]
−1
𝒁𝑇(𝑣)𝒛(𝑣). 

Estimator model PARX untuk tahap kedua yaitu 

𝝃̂(𝑣) = [𝑹𝑇(𝑣)𝒁𝑇(𝑣)𝒁(𝑣)𝑹(𝑣)]
−1
𝑹𝑇(𝑣)𝒁𝑇(𝑣)[𝒛(𝑣)−𝒁(𝑣)𝒃(𝑣)]. 
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