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ABSTRACT. The abstract Cauchy problem in the form of a linear system, 

�̇�(𝑡) = 𝑇𝑥(𝑡), 𝑥(0) = 𝑥0, 𝑡 ≥ 0 with 𝑇 is a bounded linear operator. The 

problem is a common form of linear system, �̇�(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡), 𝑥(0) = 𝑥0, 𝑡 ≥
0 with 𝐴 is a square matrix having an inverse. Since the matrix has an inverse 
it can be formed into a bounded linear operator that satisfies semigroups 

properties. Each MCA formed into semigroups of bounded linear operator 

always has a unique solution,𝑥(𝑡) = 𝑒 𝐴𝑡𝑥0 for each 𝑡 ∈ ℝ. 
Keywords : abstract cauchy problem; linear system; matrix operator; 

bounded linear operator; semigroups 

 

 

1. PENDAHULUAN 

 Analisis Fungsional merupakan salah satu cabang dari ilmu Matematika yang 
membahas tentang ruang vektor serta pemetaan di antara ruang - ruang tersebut. Di  dalam  

Analisis  Fungsional  terdapat  materi tentang teorema - teorema Semigrup Operator Linier 

Terbatas pada ruang Hilbert. Terdapat Masalah Cauchy Abstrak (MCA) yang didefinisikan 

sebagai berikut.  

 

 

 

 

dengan 𝑇 merupakan operator linier terbatas pada ruang Hilbert 𝑋 atas bilangan Riil. [1] 

 

MCA yang berbentuk sistem linier, �̇�(𝑡) = 𝑇𝑥(𝑡), 𝑥(0) = 𝑥0, 𝑡 ≥ 0 dengan 𝑇 

merupakan operator linier terbatas merupakan bentuk umum dari sistem linier, �̇�(𝑡) =
𝐴𝑥(𝑡), 𝑥(0) = 𝑥0, 𝑡 ≥ 0 dengan 𝐴 merupakan matrik persegi yang mempunyai invers. 

Oleh karena matriks tersebut mempunyai invers maka dapat dibentuk menjadi operator 

linier terbatas yang memenuhi sifat-sifat semigrup. Setiap MCA yang dibentuk menjadi 

semigrup operator linier terbatas selalu mempunyai penyelesaian tunggal, 𝑥(𝑡) = 𝑒𝐴𝑡𝑥0 

untuk setiap 𝑡 ∈ ℝ.  

 

2. METODE PENELITIAN 

Metode yang digunakan penulis dalam penyusunan tulisan ini adalah metode 

tinjauan pustaka (study literature), yaitu dengan memahami beberapa buku tentang Ruang 

Hilbert, Operator Linier Terbatas, Semigrup. 

 

 

 

 

(𝑡 ≥ 0) 
(𝑀𝐶𝐴) ൜

�̇�(𝑡) = 𝑇𝑥(𝑡)

𝑥(0) = 𝑥0        
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3. HASIL DAN PEMBAHASAN 

 

Koleksi operator linier terbatas pada ruang Hilbert dapat membentuk suatu semigrup 

atas operator linier terbatas. Akan ditunjukkan bahwa semigrup operator linier terbatas 

dapat digunakan untuk menyelesaikan masalah Cauchy abstrak (MCA) 

 

 

 

dengan 𝑇 merupakan operator linier terbatas pada ruang Hilbert 𝑋 atas bilangan Real. [1] 

Selanjutnya akan diberikan definisi konsep konvergensi pada ruang linier 𝐿(ℝ𝑛) 

operator linier pada ℝ𝑛. Sehingga akan diperoleh eksponensial operator linier 𝑇: ℝ𝑛 → ℝ𝑛 . 

Diberikan definisi norma operator 𝑇, sebagai berikut: 

‖𝑇‖ = 𝑚𝑎𝑥
|𝑥|≤1

|𝑇(𝑥)| 

dengan |𝑥| merupakan norma Euclidean 𝑥 ∈ ℝ𝑛; yaitu, 

|𝑥| = √𝑥1
2 + ⋯ + 𝑥𝑛

2. 

Norma operator memiliki semua sifat-sifat yang biasa dari norma, yaitu, untuk 𝑆, 𝑇 ∈
𝐿(ℝ𝑛) 

(𝑎) ‖𝑇‖ ≥ 0 dan ‖𝑇‖ = 0 jika 𝑇 = 0 

(𝑏) ‖𝑇‖ = |𝑘|‖𝑇‖ untuk 𝑘 ∈  ℝ 
(𝑐) ‖𝑆 + 𝑇‖ ≤ ‖𝑆‖ + ‖𝑇‖. 

Konvergensi barisan operator 𝑇𝑘 ∈ 𝐿(ℝ𝑛) kemudian didefinisikan dalam norma 

operator sebagai berikut. 

Definisi 2.1 [3] 

Barisan operator linier 𝑇𝑘 ∈ 𝐿(ℝ𝑛) dikatakan konvergen ke operator linier 𝑇 ∈ 𝐿(ℝ𝑛) 
ketika 𝑘 → ∞, yaitu,   𝑙𝑖𝑚

𝑘→∞
𝑇𝑘 = 𝑇, 

jika untuk semua 𝜀 > 0 terdapat ℕ sehingga untuk 𝑘 ≥ ℕ, ‖𝑇 − 𝑇𝑘‖ < 𝜀. 

Lemma 2.2 [3] 

Diberikan 𝑆, 𝑇 ∈ 𝐿(ℝ𝑛) dan 𝑥 ∈ ℝ𝑛, maka 
(𝑎) |𝑇(𝑥)| ≤ ‖𝑇‖|𝑥| 
(𝑏) ‖𝑇𝑆‖ ≤ ‖𝑇‖‖𝑆‖ 

(𝑐) ‖𝑇𝑘‖ ≤ ‖𝑇‖𝑘 untuk 𝑘 = 0,1,2, ….  

Definisi 2.3 [3] 

Diberikan 𝐴 adalah matriks persegi berukuran 𝑛 × 𝑛. Maka untuk 𝑡 ∈ ℝ, 

𝑒𝐴𝑡 = ∑
𝐴𝑘𝑡 𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

. 

untuk suatu matriks persegi 𝐴, 𝑒𝐴𝑡 adalah matriks yang dapat dihitung dari nilai eigen dan 

vektor eigen dari 𝐴.  

Teorema 2.4 [3] 

Diberikan 𝑇 ∈ 𝐿(ℝ𝑛) dan 𝑡0 > 0,  

 

deret 

(𝑡 ≥ 0) 
(𝑀𝐶𝐴) ൜

�̇�(𝑡) = 𝑇𝑥(𝑡)

𝑥(0) = 𝑥0        
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∑
𝑇𝑘𝑡𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

 

adalah mutlak dan konvergen seragam untuk semua |𝑡| ≤ 𝑡0. 

Bukti 

Diberikan ‖𝑇‖ = 𝑎. Kemudian berdasarkan Lemma 2.2 di atas bahwa untuk |𝑡| ≤ 𝑡0, 

 ‖
𝑇𝑘𝑡𝑘

𝑘!
‖ ≤

‖𝑇‖𝑘|𝑡|𝑘

𝑘!
≤

𝑎𝑘𝑡0
𝑘

𝑘!
. 

Selanjutnya, akan diberikan definisi yang menghubungkan Teorema 2.4 tentang deret 

konvergen seragam mutlak dengan ekponensial 𝐴𝑡, sehingga diperoleh 

∑
𝑎𝑘𝑡0

𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

= 𝑒𝑎𝑡0 . 

Kemudian  

∑
𝑇𝑘𝑡𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

 

adalah mutlak dan konvergen seragam untuk semua |𝑡| ≤ 𝑡0. ∎ 

Seperti dalam pembuktian Teorema 2.4 di atas ‖𝑒 𝐴𝑡‖ ≤ 𝑒‖𝐴‖|𝑡| dengan ‖𝐴‖ = ‖𝑇‖ dan 𝑇 

adalah transformasi linier 𝑇(𝑥) = 𝐴𝑥. 

Eksponensial dari operator linier 𝑇 kemudian didefinisikan oleh deret konvergen 

mutlak 

𝑒𝑇 = ∑
𝑇𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

. 

Berdasarkan sifat limit bahwa 𝑒𝑇 adalah operator linier pada ℝ𝑛 dan ini sesuai pembuktian 

Teorema 2.4 di atas bahwa ‖𝑒𝑇‖ ≤ 𝑒‖𝑇‖ . 

Lemma 2.5 [3] 

Jika 𝑃 dan 𝑇 adalah transformasi linier pada ℝ𝑛 dan 𝑆 = 𝑃𝑇𝑃−1, maka 

 𝑒𝑆 = 𝑃𝑒𝑇𝑃−1. 

Akibat 2.6 [3] 

Jika 𝑃−1𝐴𝑃 = 𝑑𝑖𝑎𝑔[𝜆𝑗 ] maka 𝑒𝐴𝑡 = 𝑃 𝑑𝑖𝑎𝑔[𝑒 𝜆𝑗𝑡]𝑃−1 ,untuk 𝑗 = 0,1,2, … . 

Lemma 2.7 [3] 

Jika 𝑆 dan 𝑇 adalah transformasi linier pada ℝ𝑛 yang bersifat komutatif, yaitu, yang 

memenuhi 𝑆𝑇 = 𝑇𝑆, maka 𝑒𝑆+𝑇 = 𝑒𝑆𝑒𝑇. 

Akibat 2.8 [3] 

Jika 𝑇 adalah transformasi linier pada ℝ𝑛, invers dari transformasi linier 𝑒𝑇 diberikan 

oleh (𝑒𝑇)−1 = 𝑒−𝑇. 

Akibat 2.9 [3] 

Jika matriks persegi, 𝐴 = [
𝑎 𝑏
0 𝑎

] maka 𝑒 𝐴 = 𝑒𝑎 [
1 𝑏
0 1

]. 

Sekarang dapat dihitung matriks 𝑒𝐴𝑡 untuk matriks persegi 𝐴. Diberikan definisi 

matriks yang mempunyai invers (yang kolomnya terdiri dari vektor eigen umum dari 𝐴) 

sehingga matriks 
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𝐵 = 𝑃−1𝐴𝑃 

memiliki salah satu dari bentuk berikut 

𝐵 = [
𝜆 0
0 𝜇

] , 𝐵 = [𝜆 1
0 𝜆

]    𝑎𝑡𝑎𝑢   𝐵 = [𝑎 −𝑏
𝑏 𝑎

]. 

Kemudian berdasarkan akibat di atas dan Definisi 2.3 sehingga diperoleh 

Untuk 𝐵 = [
𝜆 0
0 𝜇

] Sehingga diperoleh 𝑒𝐵𝑡 = [𝑒𝜆𝑡 0
0 𝑒𝜇𝑡

].  

Begitupula untuk 𝐵 = [𝜆 1
0 𝜆

]    𝑎𝑡𝑎𝑢   𝐵 = [𝑎 −𝑏
𝑏 𝑎

] akan diperoleh  

𝑒𝐵𝑡 = 𝑒𝜆𝑡 [1 𝑡
0 1

]    𝑎𝑡𝑎𝑢   𝑒𝐵𝑡 = 𝑒𝑎𝑡 [cos 𝑏𝑡 − sin 𝑏𝑡
sin 𝑏𝑡 cos 𝑏𝑡

]. 

Diketahui 

 𝐵 = 𝑃−1𝐴𝑃 ⟺ 𝑃𝐵 = 𝑃𝑃−1𝐴𝑃 ⟺ 𝑃𝐵 = 𝐴𝑃 ⟺ 𝑃𝐵𝑃−1 = 𝐴𝑃𝑃−1 ⟺ 𝑃𝐵𝑃−1 = 𝐴 

Berdasarkan Lemma 2.5, jika 𝐴 = 𝑃𝐵𝑃−1 maka 𝑒 𝐴 = 𝑃𝑒𝐵𝑃−1 sehingga untuk setiap 

matriks 𝑒𝐴𝑡 menjadi 

𝑒𝐴𝑡 = 𝑃𝑒𝐵𝑡𝑃−1. 

Lemma 2.10 [3] 

Diberikan matriks persegi 𝐴, maka 
𝑑

𝑑𝑡
𝑒 𝐴𝑡 = 𝐴𝑒 𝐴𝑡. 

Definis 2.11 [2] 

Untuk setiap 𝑡 ∈ ℝ diberikan definisi sebagai berikut. 

 𝑆(𝑡): = 𝑒𝐴𝑡 = ∑
𝑡𝑛

𝑛!
𝐴𝑛∞

𝑛=0 . (3.7) 

dengan 𝐴 merupakan operator linier terbatas. 

Definisi 3.12 [4] 

Diberikan ruang bernorma (𝑋, ‖∙‖) dan 𝑥𝑛 ∈ 𝑋 untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ, sehingga 

(a) Deret ∑ 𝑥𝑘
∞
𝑘=1  dikatakan konvergen jika ada vektor 𝑎 ∈ 𝑋 sehingga barisan 

{∑ 𝑥𝑘
𝑛
𝑘=1 } konvergen ke 𝑎 ∈ 𝑋, yaitu 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

∑ 𝑥𝑘

𝑛

𝑘=1

= 𝑎  𝑎𝑡𝑎𝑢  𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

‖𝑎 − ∑ 𝑥𝑘

𝑛

𝑘=1

‖ = 0. 

Keadaan ini dapat dituliskan pula dengan persamaan berikut: 

∑ 𝑥𝑘

∞

𝑘=1

= 𝑎 

(b) Deret bilangan ∑ ‖𝑥𝑘‖∞
𝑘=1  disebut deret mutlak (absolute series) deret ∑ 𝑥𝑘

∞
𝑘=1 . 

Definisi 2.13 [2] 

Misalkan 𝐻 ruang Hilbert dan operator 𝑇(𝑡): 𝐻 → 𝐻 , untuk semua 𝑡 ∈ ℝ+. Semigrup 𝑇(𝑡) 
adalah himpunan operator-operator 𝑇(𝑡):𝐻 → 𝐻.  

Untuk semua 

 𝑡 ∈ ℝ+ yang memenuhi sifat 

(a)  𝑇(ℎ + 𝑡) = 𝑇(ℎ)𝑇(𝑡), untuk semua ℎ, 𝑡 ∈ ℝ+. 

(b) 𝑇(0) = 𝐼 . 

Teorema 2.14 [3] 

Diberikan matriks persegi 𝐴. Kemudian untuk 𝑥0 ∈ ℝ𝑛 , diberikan masalah nilai awal 

 �̇� = 𝐴𝑥 (3.1) 
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 𝑥(0) = 𝑥0 

memiliki penyelesaian tunggal untuk semua 𝑡 ∈ ℝ yang diberikan oleh 

 𝑥(𝑡) = 𝑒𝐴𝑡𝑥0 (3.6) 
Bukti 

Berdasarkan Lemma 2.10, jika 𝑥(𝑡) = 𝑒 𝐴𝑡𝑥0, maka 

𝑥 ′(𝑡) =
𝑑

𝑑𝑡
𝑒𝐴𝑡𝑥0 = 𝐴𝑒𝐴𝑡𝑥0 = 𝐴𝑥(𝑡) ,untuk semua 𝑡 ∈ ℝ. 

Begitupula, 𝑥(0) = 𝐼𝑥0 = 𝑥0. Jadi 𝑥(𝑡) = 𝑒𝐴𝑡𝑥0 merupakan penyelesaiannya. Untuk 

melihat bahwa ini adalah satu-satunya penyelesaiannya, misalkan 𝑥(𝑡) adalah penyelesaian 

dari masalah nilai awal (3.1) dan diberikan definisi himpunan 𝑦(𝑡) 

𝑦(𝑡) = 𝑒−𝐴𝑡𝑥(𝑡). 
Berdasarkan Lemma 2.10 dan Teorema 2.14 sehingga berlaku 

𝑦(𝑡) = 𝑒−𝐴𝑡𝑥(𝑡) 

𝑦′(𝑡) = −𝐴𝑒−𝐴𝑡𝑥(𝑡) + 𝑒−𝐴𝑡𝑥′(𝑡) 

= −𝐴𝑒−𝐴𝑡𝑥(𝑡) + 𝑒−𝐴𝑡𝐴𝑥(𝑡) 
= −𝐴𝑒−𝐴𝑡𝑥(𝑡) + 𝐴𝑒−𝐴𝑡𝑥(𝑡) 

= 0 

untuk semua 𝑡 ∈ ℝ oleh karena 𝑒−𝐴𝑡 dan 𝐴 komutatif. Jadi, 𝑦(𝑡) adalah konstanta. Oleh 

karena itu setiap penyelesaian dari masalah nilai awal (3.1) diberikan oleh 

𝑦(𝑡) = 𝑒−𝐴𝑡𝑥(𝑡) ⟺ 𝑒𝐴𝑡𝑦(𝑡) = 𝑒𝐴𝑡𝑒−𝐴𝑡𝑥(𝑡) ⟺ 𝑒𝐴𝑡𝑦(𝑡) = 𝑥(𝑡) 

Ketika 𝑡 = 0 menunjukkan bahwa 𝑦(𝑡) = 𝑥0, sehingga diperoleh persamaan 

𝑥(𝑡) = 𝑒𝐴𝑡𝑥0. 
Selanjutnya, berdasarkan Lemma 2.10, Definisi 2.11 dan sifat komutatif pada Lemma 2.7 

sehingga diperoleh persamaan-persamaan berikut ini. 

 
𝑑

𝑑𝑡
𝑆(𝑡) = 𝐴𝑆(𝑡) = 𝑆(𝑡)𝐴, 𝑡 ∈ ℝ (3.10) 

Ini menunjukkan bahwa fungsi 𝑥(𝑡) = 𝑆(𝑡)𝑥 untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋 merupakan penyelesaian 

tunggal dari masalah Cauchy. 

Diberikan masalah Cauchy  

 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴𝑥, 𝑥(0) = 𝑥 pada ℝ. (3.11) 

Ketunggalan penyelesaian untuk (3.11) sudah jelas, karena setiap penyelesaian 𝑥(∙) untuk 

(3.11) dengan 𝑥(0) = 𝑥0 memenuhi 

‖𝑥(𝑡)‖ ≤ ‖𝐴‖ |∫ ‖𝑥(𝜏)‖𝑑𝜏
𝑡

0
|, 𝑡 ∈ ℝ 

dan karena itu 𝑥(𝑡) ≡ 0 oleh pertidaksamaan Gronwall’s. 

Berdasarkan persamaan (3.9) dan (3.10) terlihat bahwa 𝐴 =
𝑑

𝑑𝑡
𝑆(𝑡)|𝑡=0, yaitu 

 𝐴 = lim
𝑡→0

1

𝑡
(𝑆(𝑡) − 𝐼). (3.12) 

 

Dari (3.10) dengan 𝑡 ∈ ℝ, dapat dibentuk menjadi 
𝑑

𝑑𝑡
𝑆(𝑡) = 𝐴𝑆(𝑡) 

⟺ 𝑑 𝑆(𝑡) = 𝐴𝑆(𝑡)𝑑𝑡 ⟺
𝑑𝑆(𝑡)

𝑆(𝑡)
= 𝐴 𝑑𝑡 ⟺ ln 𝑆(𝑡) = 𝐴𝑡 ⟺ 𝑆(𝑡) = 𝑒𝐴𝑡. 

Proposisi 2.15 [2] 

Diambil sebarang 𝑆(𝑡), 𝑡 ≥ 0, menjadi koleksi operator linier terbatas pada 𝑋 yang 

memenuhi (3.9). Kemudian 𝑆(∙) ∈ 𝐶([0, ∞); ℒ(𝑋)), jika dan hanya jika 

𝑆(𝑡) = 𝑒𝐴𝑡,    𝑡 ≥ 0, untuk sebarang 𝐴 ∈ ℒ(𝑋). 

Bukti 
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Oleh karena 𝐴 secara tunggal ditentukan oleh (3.12) dan definisi 𝑆(𝑡) dapat diperluas untuk 

𝑡 < 0 oleh persamaan (3.7) pada Definisi 2.11. Jika 𝑆(∙) didefinisikan oleh persamaan (3.7) 

kemudian juga dari persamaan (3.9) dan persamaan (3.10) bahwa  

𝑆(𝑡) = 𝐼 + ∫ 𝐴𝑆(𝜏)𝑑𝜏 = 𝐼 + 𝐴 ∫ 𝑆(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

0

𝑡

0 ,    𝑡 ∈ ℝ. 

Jika (∫ 𝑆(𝜏)𝑑𝜏)
𝑡

0

−1
 terdapat di ℒ(𝑋), kemudian 

𝑆(𝑡) = 𝐼 + 𝐴 ∫ 𝑆(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

0

 

𝑆(𝑡) − 𝐼 = 𝐴 ∫ 𝑆(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

0
 

(𝑆(𝑡) − 𝐼) (∫ 𝑆(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

0

)

−1

= 𝐴 (∫ 𝑆(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

0

) (∫ 𝑆(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

0

)

−1

 

(𝑆(𝑡) − 𝐼) (∫ 𝑆(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

0

)

−1

= 𝐴 

Ekuivalen dengan 

𝐴 = (𝑆(𝑡) − 𝐼) (∫ 𝑆(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

0

)

−1

. 

Hal ini memberikan gambaran bagaimana mendapatkan 𝐴 dari 𝑆(∙). Oleh karena 

lim
𝑡→0

𝑆(𝑡) = 𝐼, maka terdapat bilangan positif ℎ0 sehingga 

‖
1

ℎ
∫ 𝑆(𝑡)𝑑𝑡 − 𝐼

ℎ

0
‖ < 1  untuk ℎ ∈ (0, ℎ0). 

Akibatnya, (
1

ℎ
∫ 𝑆(𝑡)𝑑𝑡

ℎ

0
)−1 dan oleh karena itu juga (∫ 𝑆(𝑡)𝑑𝑡

ℎ

0
)−1 terdapat di ℒ(𝑋) untuk 

ℎ ∈ (0, ℎ0).  

Diberikan  

𝐴 ≔ (𝑆(ℎ) − 𝐼) (∫ 𝑆(𝑡)𝑑𝑡
ℎ

0
)

−1
∈ ℒ(𝑋). 

Definisi A tidak bergantung pada ℎ ∈ (0, ℎ0). Memang untuk 0 < 𝑘 < ℎ < ℎ0  telah 

diperoleh persamaan berikut. 

 (𝑆(ℎ) − 𝐼) ∫ 𝑆(𝑡)𝑑𝑡
𝑘

0 = 𝑆(ℎ) ∫ 𝑆(𝑡)𝑑𝑡
𝑘

0 − ∫ 𝑆(𝑡)𝑑𝑡
𝑘

0  

= ∫ 𝑆(ℎ)𝑆(𝑡)𝑑𝑡
𝑘

0
− ∫ 𝑆(𝑡)𝑑𝑡

𝑘

0
 

= ∫ 𝑆(ℎ + 𝑡)𝑑𝑡
𝑘

0
− ∫ 𝑆(𝑡)𝑑𝑡

𝑘

0
 

(𝑆(ℎ) − 𝐼) ∫ 𝑆(𝑡)𝑑𝑡
𝑘

0

= ∫ 𝑆(𝑡)𝑑𝑡
ℎ+𝑘

ℎ

− ∫ 𝑆(𝑡)𝑑𝑡
𝑘

0

 

= ∫ 𝑆(𝑡)𝑑𝑡
ℎ+𝑘

𝑘
− ∫ 𝑆(𝑡)𝑑𝑡

ℎ

0
 

= ∫ 𝑆(𝑘)𝑆(𝑡)𝑑𝑡
ℎ

0
− ∫ 𝑆(𝑡)𝑑𝑡

ℎ

0
 

= 𝑆(𝑘) ∫ 𝑆(𝑡)𝑑𝑡
ℎ

0

− ∫ 𝑆(𝑡)𝑑𝑡
ℎ

0

 

= (𝑆(𝑘) − 𝐼) ∫ 𝑆(𝑡)𝑑𝑡
ℎ

0 . 
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Menggunakan definisi 𝐴, sehingga diperoleh 

1

ℎ
∫ 𝐴𝑆(𝑡)𝑑𝑡 =

1

ℎ
(𝑆(ℎ) − 𝐼),

ℎ

0
 

yaitu, turunan kanan 𝑆(𝑡) pada 𝑡 = 0 ada dan diberikan oleh 𝑆′(0 +) = 𝐴.  

Untuk 𝑡 > 0 akan diperoleh persamaan berikut, sesuai dengan (3.9) 

lim
ℎ→0

1

ℎ
(𝑆(𝑡 + ℎ) − 𝑆(𝑡)) = lim

ℎ→0

1

ℎ
(𝑆(ℎ) − 𝐼)𝑆(𝑡) = 𝐴𝑆(𝑡) dan 

lim
ℎ→0

( −
1

ℎ
)(𝑆(𝑡 − ℎ) − 𝑆(𝑡)) = lim

ℎ→0

1

ℎ
(𝑆(ℎ) − 𝐼) lim

ℎ→0
𝑆(𝑡 − ℎ) = 𝐴𝑆(𝑡), 

yaitu, 𝑆′(𝑡) = 𝐴𝑆(𝑡), 𝑡 > 0.  

Oleh karena itu, 𝑆(𝑡) merupakan penyelesaian dari 𝑥 ′(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡), 𝑡 ≥ 0 dan 𝑥(0) = 𝐼. 

Karena 𝑒𝐴𝑡 juga merupakan penyelesaian dari masalah ini, akan diperoleh  

𝑆(𝑡) = 𝑒𝐴𝑡, 𝑡 ≥ 0, 

dengan penyelesaian tunggal. 

 

4. KESIMPULAN 

Masalah Cauchy Abstrak (MCA) yang didefinisikan sebagai �̇�(𝑡) = 𝑇𝑥(𝑡), 𝑥(0) =
𝑥0, 𝑡 ≥ 0 dengan T merupakan operator linier terbatas pada ruang Hilbert X atas bilangan 

Real.[1] MCA tersebut merupakan bentuk umum dari sistem linier, �̇�(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡), 𝑥(0) =
𝑥0, 𝑡 ≥ 0 dengan 𝐴 merupakan matrik persegi berukuran n x n yang mempunyai invers. 

Sehingga setiap MCA yang dibentuk menjadi semigrup operator linier terbatas selalu 

mempunyai penyelesaian tunggal, 𝑥(𝑡) = 𝑒𝐴𝑡𝑥0 untuk setiap 𝑡 ∈ ℝ. 
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