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ABSTRAK

Pada makalah ini akan dibahas mengenai pemberantgamukAedes aegyptinenggunakan Teknik
Serangga Steril dengan model logistik. Model mempunyai empat jenis titik ekuilibrium dan seldanya
akan diselidiki kestabilannya. Populasi nyamukedes aegyptitidak ada lagi di alam jika hasil kali laju
pertemuan nyamuk betina dengan nyamuk jantan alajoi,bertelur , laju perkapita jumlah nyamuk yang
tumbuh menjadi nyamuk betina, dan laju perkapit@myk steril yang dilepas di alam kurang dari hieadil laju
kematian perkapita nyamuk pada tahap sebelum deuagskematian perkapita nyamuk pada tahap betina
dewasa dan laju kematian perkapita nyamuk betibarsiaju kematian perkapita nyamuk jantan steril.
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1.Pendahuluan

Di negara-negara tropis dan subtropis, penyakitatenberdarah dengu¢ merupakan salah satu
penyebab kematian penduduk. Penyebaran demam #lerdangue (DBD) ini disebabkan oleh vidsngue
dan ditularkan melalui gigitan nyamuk. Penyebabufman (vektor) virusdenguedari penderita DBD ke
manusia sehat berasal dari air liur nyamiakles Aegyptietina pada saat menggigit. Penularan penyakitehany
ditularkan oleh nyamuk betina, karena hanya nyabmetlna yang menghisap darah. Sedangkan nyakedks
Aegyptijantan mendapatkan energi dari nektar bunga atabuban. Nyamuldedes Aegyptietina menghisap
darah untuk memperoleh asupan protein yang dipemluktuk memproduksi telur. ( Soegijanto, 2004)

Sampai saat ini ada beberapa cara yang dilakuktuk unengendalikan populasi dan penyebaran
vektor, yaitu menyebarkan musuh alamiahnya yangigaerlarva nyamukToxorhyncites menggunakan
insektisida, dan menggunakan teknik serangga §&ttil Insect TechniqQe

Pada makalah ini akan dibahas mengenai pemberantgsanukAedes Aegyptimenggunakan SIT
dengan model logistik. Yang dimaksud dengan SiTladiddengan melepaskan serangga jantan steril ke, ala
dalam hal ini adalah nyamukedes AegyptiKetika nyamukAedes Aegyptjantan steril ini melakukan
perkawinan dengan nyamukedes Aegyptbetina, maka akan menghasilkan telur yang tidak akanetas.
Akibatnya jumlah nyamuk alami di alam akan berkgrdan lama kelamaan akan punah. Model logistikaddal
model yang mengasumsikan tingkat kenaikan jumlapulasi terbatas, yaitu tergantung pada kepadatan
penduduk. Model logistik menggabungkan dua proketogi, yaitu reproduksi dan kompetisi.
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Pada makalah ini, akan diberikan model pemberamtagamukAedes Aegyptmenggunakan SIT
dengan model logistik, dan kemudian akan dicaik tékuilibrium dan jenis kestabilannya. Kemudian
dilakukan identifikasi keberhasilan SIT untuk meggumangi demam berdarah.

2. Landasan Teori
Berikut akan disajikan beberapa pengertian dagakudigunakan pada pembahasan berikutnya.
2.1. Nilai Eigen dan Sistem Persamaan Diferensial

Himpunan matriks-matriks berukuram yang elemen-elemennya berupa bilangan real dikatas
denganM,,(R). Berikut akan diberikan definisi nilai eigen suatatriks,definisi titik ekuilibrium, dan
kestabilan titik ekuilibrium.

Definis 2.1. (Anton, H., 1994)

Vektor tak nolkeC™ disebut vektor eigen (eigen vector) ddrjika Ax = Ax untuk suatu skalarA. SkalarA
disebut nilai eigen (eigen value) dari A damlisebut vektor eigen yang bersesuaian dengan

Definisi 2.2. (Anton, H., 1994)
Polinomial karakteristik dardeM,,(R) didefinisikan sebagai

P,(A) = det(Al — A) (2.1.1)
dengam suatu skalar.

Bentuk P,(1) = det(Al — A) = 0 disebut persamaan karakteristik dari nilai eigéan 2 merupakan akar
karakteristik .

Pada bagian ini akan dibicarakan mengenai sipggamaan diferensial.
Diberikan sistem persamaan diferensial biasa
5(1 = fl (xll xZI ey xn)ﬁ

Xy = fo(x1, X2, e, %), (2.1.2)

Xn = (X, X2, 0 X))

denganfi:E c R®" > R,i = 1,2,...,n, dan(xy, x,, ..., x,)eE © R™. Kemudian diberikan kondisi awal Sistem
(2.1.2) yaitux; (ty) = x0 .1 = 1,2,...,n.

Sistem (2.1.2) dapat ditulis sebagai,

x=f(x) (2.1.3)
dengamx = (xq, %y, ..., x,)€E € R™, f = (f1, f2, ..., [n)€R™ dan kondisi awal
x(ty) = x9 = (X109, X0, -, Xno)EE. Selanjutnya notasi(t) = x(x,, t) menyatakan solusi

Sistem (2.1.3) yang melaluj.
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Berikut diberikan definisi-definisi dan teorema gamenunjukkan eksistensi dan ketunggalan solusi
Sistem (2.1.3).

Definisi 2.3. (Perko, 1991)

Diberikan E ¢ R™, denganE himpunan terbuka dafie C*(E). Vektorx(t) disebut solusi Siste(2.1.3) pada
interval | jikax(t) terdiferensial pada | daw = f(x(t)) untuk setiagel danx(t)eE.

Definisi 2.4. (Perko, 1991)

Diberikan fungsif: E — R" terdiferensial pad&. Fungsife C*(E) jika derivativeDf: E — R™ kontinu pada
E.

Teorema 2.5. (Perko, 1991)

Diberikan E ¢ R™, denganE himpunan terbuka. Jikfe C1(E),i = 1,2,...,n danx, eE, maka terdapat >
0 sehingga masalah nilai awal = f(x(t)) dengan x(0) = x, mempunyai solusi tunggalt) pada interval
[—a,a].

Selanjutnya akan diberikan definisi titik ekuilibnh dan definisi kestabilan titik ekuilibrium Sistem
(2.1.3).

Definis 2.6. (Perko, 1991)
Titik XeR™ disebut titik ekuilibrium Siste2.1.3) jika f(X) = 0.
Definis 2.7. (Perko, 1991)

Diberikan xeR™ titik ekuilibrium Sisten(2.1.3)

i.  Titik ekuilibriumX dikatakanstabil lokal jika untuk setiap bilangan> 0,
terdapat bilangans = §(¢) > 0, sedemikian sehingga untuk setiap solu@) yang memenuhiix(t,) —
x|l < & berlaku||x(t) — X|| < &, untuk setiap > t,.

ii.  Suatu titik ekuilibriun® dikatakantak stabil, jika titik ekuilibriun¥ tidak memenuhi (i)

iii. ~ Titik ekuilibriumXx dikatakanstabil asimtotik lokal , jika titik ekuilibriur stabil dan jika
terdapaty, > 0, sehingga untuk setiap solugit) yang memenulix(¢t,) — X|| < &, berlaku
lim;_, x(t) = X.

iv. Titik ekuilibrium XeR™ dikatakan stabil asimtotik global jika untuk sebag titik awal x(t,) yang
diberikan, setiap solusi Sistef®.1.3),yaitu x(t) menuju titik ekuilibriunk untuk t membesar menuju tak
hingga.

Pada bagian berikutnya akan dibicarakan mengerstalian titik ekuilibrium sistem persamaan
diferensial linier.

2.2. Kestabilan Titik Ekuilibrium Sistem Persamaan Diferensial Linier
Diberikan sistem linier dalam bentuk

i =Ax (2.2.1)
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dengarxeE, dand matriks berukuranxn.
Berikut ini akan diberikan teorema untuk menentukastabilan titik ekuilibrium (2.2.1).
Teorema 2.8. (Perko, 1991)
Diberikan Sistenf2.2.1) dengam merupakan nilai eigen matriks A.
i.  Jika bagian real semua nilai eigen matriks A bedwnon positif, maka titik ekuilibriu@ stabil.
i. Jika bagian real semua nilai eigen matriks A bedwnegatif, maka titik ekuilibriuri® stabil asimtotik
iii. []ci)llzgl'terdapat paling sedikit satu nilai eigen mksriA yang bagian realnya positif, maka titik ekarilim

x tidak stabil.
Pada Subbab berikutnya akan dibicarakan tentantpbis titik ekuilibrium sistem persamaan

diferensial nonlinier order 1 dengan koefisien kans

2.3. Kestabilan Titik Ekuilibrium Sistem Persamaan Diferensial Nonlinier

Untuk sistem persamaan diferensial nonlinear, kdata titik ekuilibriumnya dapat dilihat dari
kestabilan sistem linearisasinya jika titik ekuiitbn tersebut merupakan titik ekuilibrium hiperibolBerikut
ini akan diberikan definisi pelinearan suatu sisparsamaan diferensial nonlinear.

Definisi 2.9.(Perko, 1991)

Diberikan f = (f1, f, ..., f,) pada Sisteni2.3)denganf;e C1(E),i = 1,2,...,n.

Matriks
[0f1 of of1 i
a—xl(x) a—xz(x) E(x)
0f> af; af;
JF@) =an® a3, ® 7 @ (23.1)
of,  of . of,
e @ @ )

dinamakan matriks Jacobian ddrdi titik x.
Definis 2.10. (Perko, 1991)
Diberikanx titik ekuilibrium Sistem(2.1.3) Sistem Linear
x=J(f(®)x (2.3.2)

Setelah proses linierisasi dilakukan pada Sisteh3}, selanjutnya perilaku kestabilan di sekitgk t
ekuilibrium ditentukan seperti pada sistem linasalkan titik ekuilibrium tersebut hiperbolik. Baurt diberikan
definisi titik ekuilibrium hiperbolik dan teorema&tabilan lokal.

Definis 2.11. (Perko, 1991)

Titik ekuilibrium X disebut titik ekuilibrium hiperbolik Siste(@.1.3) jika tidak ada nilai eigen dar}(f(?))
yang mempunyai bagian real nol.
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Teorema 2.12. (Perko, 1991)
Diberikan matriks Jacobiaji(f (X)) dari Sistem(2.1.3)dengan nilai eiged.

a. Jika semua bagian real nilai eigen matriks Jacobjgi(x)) bernilai negatif, maka titik ekuilibriuri®
dari Sistem(2.1.3)stabil asimtotik lokal.

b. Jika terdapat paling sedikit satu nilai eigen mhsriJacobian/(f (%)) yang bagian realnya bernilai
positif, maka titik ekuilibriunt dari Sisten(2.1.3)tidak stabil.

Pada subbab berikutnya akan diberikan Teorema un@p yang digunakan untuk menunjukkan
kestabilan global titik ekuilibrium.

2.4. Himpunan Invariant dan Fungs Liapunov
Berikut akan diberikan definisi himpunan Invariaain definisi fungsi Lyapunov.
Definisi 2.13. (Verhulst, 1996)

Diberikan Sisten2.1.3)denganE c R™ danM c E. HimpunanM disebut himpunan invariant terhadap Sistem
(2.1.3),jika x(t,) = xoeM makax(x,, t)eM untuk setiageR.

Definis 2.14. (Luenberger, 1979)

Diberikan fungsiV: E ¢ R™ - R danxeE merupakan titik ekuilibrium Siste(®.1.3) FungsiV disebut fungsi
Liapunov jika memenuhi ketiga pernyataan berikut:

a. FungsiV kontinu dan mempunyai turunan parsial pertama ylmigtinu padaE atauVeC'(E),
b. FungsiV(x) > 0 untukxeE dengamx # X danV (X) = 0 denganx = ¥,
c. FungsiV(x) < 0, untuk setiapeE.

Berikut diberikan beberapa sifat yang akan digunakatuk menganalisis kestabilan global titik
ekuilibrium Sistem (2.1.3).
Teorema 2.15(Verhulst, 1996)
Diberikan Sisten(2.1.3)denganc R" . Jika terdapat fungsi Liapund¥ yang memenubhi tiga syarat berikut
i. E,={xeE/V(x) < k}untuk suatk > 0, merupakan himpunan terbatas
ii. V(x) <0 untuk setiapceEy, dan
iii. Terdapat M himpunan invariant terbesar dalafh = {erk/V(x) = 0}, dan untuk setiap mendekati tak
hingga solusk(t) mendekatV,

makaM merupakan himpunan invariant terbesar dal&imatau M merupakan gabungan semua himpunan-
himpunan invariant dalari .

Berikut akan diberikan teorema tentang kestabdéobal titik ekuilibrium Sistem (2.1.3), yang
merupakan akibat dari Teorema 2.17.

Akibat 2.16. (Verhulst, 1996)
Diberikan Sistem (2.1.3) deng&nc R™. Jika terdapat fungsi Liapund¥ dengan
i. E, = {xeE/V(x) < k} untuk suatk > 0, merupakan himpunan terbatas

i V(x) < 0 untuk setiapeE,, dan
ii. H = {xeE, /V(x) = 0} tidak memuat solusi kecuali titik ekuilibriutn= 0,
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makaXx stabil asimtotik lokal. Selanjutnya jiké,, merupakanE, maka titik ekuilibrium tersebut stabil
asimtotik global.

Pada subbab berikut akan dibicarakan mengenabétaraatif untuk menentukan nilai eigen

yang dikenal dengan kriteria Routh Hurwitz.

2.5. Kriteria Routh Hurwitz

Berdasarkan Teorema 2.13, kestabilan titik ekuilin Sistem (2.1.3) dapat ditinjau berdasarkani nila
eigen dari matrik Jacobiannya. Berikut akan dikarilKriteria Routh Hurwitz cara untuk menentukaratsif
kestabilan dari titik ekuilibrium.

Teorema 2.17.
Jika pembuat nol pada

P(z) = poz" + p1z" 1+ -+ p, (2.5.1)
mempunyai bagian real yang negatif, maka

Proof2s,. Prs (2.5.2)

Do Po Do

Selanjutnya tanpa mengurangi keumuman diamfdositif sehingga seluruh koefisien dari polinomial
(2.5.1) bertanda sama, sehingga dapat dibentuk

€10 = Po, €20 = P2,C30 = P4, Ca0 = Ps

€11 = P1,C21 = P3,€31 = Ps5,C41 = P7

Po
Ty = —|[Ci2 = P2 — T2P3,C22 = Ps — 12P5,C32 = P — 12P7
P1
Cii_ .
,J _ =1,2,..
= Cij = Cit1,j—2 — TjCit1,j-15j=23,..
C1,j-1

Cin = Pn-
Jikan = 2m, makac,110 = Cm+12 = Pn»Cm+11 = Cms13 = 0.
Jikan = 2m — 1, makac,, o = Ppn-1,Cm1 = Pn»Cmz = Cmz = 0.
Teorema 2.18.

Pembuat nol dari Polinomia(2.5.1) mempunyai bagian real yang negatif jika dan hafika dipenuhi
pertidaksamaati2.5.2)dan
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Cll > 0, C12 > 0,"',Cln > 0. (2.5.3)

Selanjutnya dibentuk matriks dengan entri-entrimgarupakan koefisien dari Polinomial (2.4.1)
sebagai berikut

[pl Po O 0o .. 0 0

P3s P2 p1 Do - 0 0

H=|Ps Pe Ps P2 "0 0 2.8.4)
0 0 0 0 7 Puoy P
lo 0 0o o = 0 Pu |

Matriks (2.5.4) disebut Matriks Hurwitz. Determinamatriks Hurwitz tingkak dinotasikan dengad\, yang
didefinisikan sebagai

pr po 0 O
P po O
_ _[P1 Po _ — |P3 P2 pP1 Dof ..
Bi=pibo= e | Bs=[ps P2 pafie= |52 L2 D Dol
Ps P Ps3 P7 Ps Ds Da
[Pr. o 0 0 ... 0 01
Ps D2 P Po - 0 0 |
A=|Ps P+ Pz P2 7T 0 0
L N A ol
lo 0 0 0 ™ Pus pn—ZJ
0 0 o o 0 Pn

Teorema 2.19. (Hahn, 1967).

Pembuat nol polinomial(2.5.1) mempunyai bagian real yang negatif jika dan hanika dipenuhi
pertidaksamaati2.5.2)dan

A;>0,A,> 0+, A,> 0. (2.5.5)

Akibatnya pembuat nol dari polinomial berderajad
n = 2,3,4 mempunyai bagian real yang negatif jika dipenuhi

i. untuk n =2,p; > 0danp, >0
ii. untuk n = 3,p; > 0,p; > 0dan p;p, > p;
ii. untuk n = 4,p; > 0,p3 > 0,p, > 0dan pyp,p; > P2 + pip, -

Pada subbab berikut akan dibicarakan mengenaikiir

2.6. Bifurkas

Di dalam teori bifurkasi dibicarakan mengenai pahdn struktur orbit dari sistem persamaan
diferensial seiring dengan perubahan nilai paramete
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Diberikan persamaan sebagai berikut:

x=f(x,u),x €ER", ueR™ (2.6.1)
dengaru suatu parameter.
Definisi 2.20. (Verhulst, 1996)

Nilai parametery = u, disebut nilai bifurkasi jika terdapat solusi ndrivial Sistem (2.6.1) yang
terdefinisi dalam persekitaraitx,, (o) € R"xR™.

Contoh 2.21.

Diberikan sistem

x=flou) =p—x*

=0, (2.6.2)

denganx € R, u € R Jikaf(x,u) = 0, maka diperoleh titik ekuilibrium
u—x2=0eox=+/u.
Untuk u < 0, tidak mempunyai nilai ekuilibrium, karema= ++/p.
Untuk u = 0, titik ekuilibrium , karenax = 0.
Untuk u > 0, terdapat 2 titik ekuilibrium yang satu stabil, ddik ekuilibrium yang satu tidak stabil.

Jadi, (x, ) = (0,0) merupakan titik bifurkasi dap = 0 merupakan nilai bifurkasi. Bifurkasi pada contoh
disebut sebagai bifurkaSaddle Node .

3. AnalisisModel Teknik Serangga Steril Dengan Model L ogistik

Dalam model pengendalian nyamuk demam berdaralygneakan teknik serangga steril dengan
model logistik, populashedes aegyptibagi menjadi 6 kelas, yaitu :

kelas populaghedes aegyptebelum dewasaj ,

i. kelas populashedes aegypbetina sebelum kawirT),

iii. kelas populasiAedes aegyplietina subur dan telah kawifi)(

iv. kelas populasiAedes aegyphietina tidak subur dan telah kawiih)(

v. kelas populashedes aegyptantan yang ada di alanv{,

vi. kelas populashedes aegypjantan steril yang dilepas pada ekosisteedes aegyptiMy).

Jika nyamuk jantan steril melakukan perkawinan daengyamuk betina yang subur maupun nyamuk
betina yang tidak subur, maka tidak akan menghasilielur yang menetas. Dengan kata lain tidak akan
dihasilkan keturunan baru. Jika nyamuk betina sufeiakukan perkawinan dengan nyamuk jantan yangrsub
maka akan dihasilkan telur yang nantinya akan nasneenjadi nyamuk, dan akan masuk ke kélas
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Berikut akan diberikan beberapa asumsi:

i. Diasumsikan laju bertelur nyamuk betina yang didiesm di tempat perindukan sebanding dengan
kepadatannya dan juga tergantung ketersedian tampat membuat koloni telur.

i. Diasumsikan probabilitas pertemuan nyamuk jantemil siengan betina tidak hanya bergantung pada
jumlah nyamuk jantan steril yang dilepas tetapajggberapa jauh nyamuk jantan tersebut dilepatkan
koloni telur nyamuk alami.

iii. Diasumsikan bahwa tingkat pertumbuhan nyamuk jastanl diatur oleh tingkat kapasitas, yaitu kassi
batas untuk memproduksi dan mengembangkan nyamténjateril. Selain diatur oleh tingkat kapasitas,
diasumsikan area dan fasilitas hidup nyamuk jasteril terbatas.

Berikut akan diberikan beberapa parameter yangyetakan digunakan pada pembentukan model.
Beberapa parameter tersebut adalah :

i. ParametelC menyatakan koloni telur maksimal yang dapat ditang dengan mengingat ketersediaan
tempat serta nutrisi sebagai sumber makanan.

ii. Parametekp menyatakan laju bertelur, akibatnya laju per kapidnyaknya telur yang diletakkan pada
koloni telur diberikanp (1 - g)

iii. Parametey menyatakan laju perkapita jumlah nyamuk yang melahap transisi yaitu tahap sebelum
dewasa menjadi dewasa.

iv. Parameter menyatakan proporsi tahap sebelum dewasa memjaainuk betina, akibatnya proporsi
tahap sebelum dewasa menjadi nyamuk jantan sebesar

V. Jika B menyatakan laju pertemuan nyamuk betina dengamulyagjantan alami, dan probabilitas

pertemuan nyamuk betina dengan nyamuk jantan adaiaiah ﬁ maka laju perkapita pertemuan
T

nyamuk betina subur dengan nyamuk jantan alam'sael?léi%.
T

vi. Jika parameteip dengar) < p < 1 merupakan proporsi nyamuk jantan steril yang d#&pa di sekitar
koloni telur, maka probabilitas pertemuan nyamuitga steril dengan nyamuk betina seb%’éﬁf—.
T

vii.  Laju pertemuan nyamuk betina dengan nyamuk jartai dinyatakan dengagg, dimana0 < q < 1,
danp; = pgB merupakan laju pertemuan nyamuk betina subur dengamuk jantan steril. Akibatnya

laju perkapita pertemuan nyamuk betina subur dengamuk jantan steril sebes%.
T
viii.  Laju pertumbuhan nyamuk steril yang dilepas di attimyatakan dengan

aMy (1 - %) dengan K kapasitas bat@sarrying capacity)produksi nyamuk jantan steril. Sedangkan

a (1 - %) merupakan laju perkapita nyamuk steril yang diegiealam, dam merupakan nilai intrinsic
laju pertumbuhan nyamuk, yaitu jumlah kelahiranipdividu per satuan waktu.

iX. Parameter{/, menyatakan laju kematian perkapita nyamuk sebéihap dewasa,
parameter, menyatakan laju kematian perkapita nyamuk betatmpgahap dewasa sebelum kawin,
parametep,; menyatakan laju kematian perkapita nyamuk betadapgahap dewasa yang telah kawin
dan subur,
parametepn,; menyatakan laju kematian perkapita nyamuk betatgapgahap dewasa yang
telah kawin dan tidak subur,
parametep,, menyatakan laju kematian perkapita nyamuk jantan,
parametep; menyatakan laju kematian perkapita nyamuk jantanml.s

Semua parameter tersebut bernilai positif.

Berikut akan diberikan beberapa variabel yang ngatiakan digunakan dalam pembentukan model.
Beberapa variabel tersebut adalah:

A(t) : menyatakan jumlah populasi nyamuk pada takelplum dewasa dalam wakfu

I(t) :menyatakan jumlah populasi nyamuk betina gadap dewasa sebelum kawin dalam

Seminar Nasional Pendidikan Matematika
Surakarta, 09 Mei 2012 73



waktu,

F(t) :menyatakan jumlah populasi nyamuk betina pakdap dewasa yang telah kawin dansubur dalam
waktut,

U(t) :menyatakan jumlah populasi nyamuk betina padaptalewasa yang telah kawin dan
tidak subur dalam waktu

M(t) : menyatakan jumlah populasi nyamuk jantan dalaktut,

My (t) : menyatakan jumlah populasi nyamuk steril yamgpdis di alam dalam waktu

Dari beberapa asumsi tersebut, model pemberantgysamukAedes aegypthenggunakan SIT dengan
model logistik dapat diilustrasikan seperti padegdam transfer berikut.

Selanjutnya dapat diformulasikan model matematikeulu pemberantasafiedes Aegyptimenggunakan SIT
sebagai berikut

dA—®(1 A)F (s + )4 3.1

dt - C MA y ’ ( . a)

dl BMI  BpMyl

7RG vory v vany VAL (3.10)

dF _ BMI . -
dt  M+M; HF (3.1¢)

dM

P (1 —=7)yA —uyM, (3.1d)
dt =aMr (1 - 7) - MTMT, (3.16)

dan untuk perkawinan nyamuk jantan dengan nyamtikébgang tidak subur diperoleh

du Myl
v _ BrMy —uyU. (3.2)

Pada subbab berikutnya akan dibicarakan mengdikagkuilibrium.

3.5. Titik Ekuilibrium

Akan diberikan lemma yang nantinya digunakan umhéacari titik ekuilibrium pada Sistem (3.1a)
sampai dengan (3 le).

1. Untuk M, = 0.
Untuk A = 0, dapat diperoleh

ryA (1\77 + g (a — uT)>

+u,)CA . (1-1r)ya
oy + 1a) —0,M=( )Y —0

=0,F = =
g(c - A) Hu

I[=
((lh + B)M + (Br +[11)§(a - #T))
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ﬁ — ﬁTMTI_ —
uU(M + MT)

Dapat diperoleh titik ekuilibriunk, = (0,0,0,0,0), danU = 0.
Untuk titik ekuilibrium Ey, nyamuk jantan alami maupun nyamuk jantan sieiaktada di alam.

_ . C(N-1)
2. Untuk M; = 0,diperoleh A = —N dengan
N = Bry®
(s + V) + Pup
Selanjutnya diperoleh
- T A . + C . _ 1- . . Ml
1:—]/14’ FZM ) M:MA, U:ﬁT—TZOI
(wr +B) o(c - A4) Hm py(M + Myz)
Jadi jikaN > 1, danr < 1 diperoleh titik ekuilibrium
LT L (r+ cC.A-ny. _
E, =<A, Y a0 i)C, WA,O) dan T =0,
(w+p) " o(c - A) Hum
dengan
. C(N-—-1
A= %
Untuk titik ekuilibrium E; hanya ada nyamuk jantan alami yang ada di alam .
o K(a — ur)
3. Untuk My = ———.
Untuk A = 0, dapat diperoleh
A= K
YAl M+ —(a — A
A ’ ( at ”T)> . 0t u)CA
( (u + B)M + (Br + #I)E(a - #T))
_ 1-1)yA —
Hm
. . ey _ K(a —ur) =
Jadi jika ¢ > ur diperoleh titik ekuilibrium E, = O,O,O,O,T danU = 0.

Untuk titik ekuilibrium E, hanya ada nyamuk jantan steril di alam.

_ K(a —
4. Untuk M; = % ,diperoleh

i _Ww-1)C i+ I 4NH
2N (N -1)2[

Dapat diperoleh

" K
ryA, (M + E(a - MT)) L+ u)CA, - ryA,

I, = Lt

( (u +BIM + (Br + Ill)g(a - #T)) Q)(C B A+) Hu
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8.1 ryA[(1 = r)yA, + py My
_ T (u + ) — r)VA+ + (g + ﬁT)#MMT .

U, =
1—-—7r)y » Y
Hu (( Um )}/AJr +MT>

Jadi jika> u; , danr < 1 diperoleh titik ekuilibrium

R ryA[(1 = r)yAy + py My +udC . A-7)y .
E3+ = +1 2 o A A+' A+'MT ,
(w +BA —=r)yA, + (g + Br)unMy 0(C —A,) Hum

8.1 rvA (1 — nyAy + pyMr]
T (w +p)A — r)VA+ + (u + ﬁT)#MMT .

1—-7)y » o
o (S s+ )
Titik ekuilibrium E;, berarti di alam terdapat nyamuk jantan steril flaya terdapat nyamuk jantan

dan U, =

alami.
_ K(a-—
5. Untuk M; = w ,diperoleh
4 -1 4NH
T 2N | | =12
Dapat diperoleh
ryA <M+K(a—u ))
P B a r . +wpdCA_ . (1-r)yA
B K ' Ce(c-A) T w '
((MI"‘ﬁ)M‘i'(ﬁT"‘#I)E(a—MT)) ( ) K
N r}/A_[(l —r)yA_ + :UMMT]
0 = T+ A = YA- + (uy + BuuM; .
(044w
M
Jadi diperoleh titik ekuilibrium
( R ryA_[(1 = r)yA_ + pp My ] G+udC . A-7)y . _ )
E3— = - ~ ~ ~ A—I A—; MT ’
(u +B)A —1r)yA_ + (ug + Br)umMr Q(C - A—) J25%

8,11, ryA_[(1 - r?yfi_ + py My ] _
(u +B)A =1r)yA_ + (uy + BrlunMy .
;:gﬁq;ekuilibrium E;_ berarti di alam terdapat nyamuk jantan steril playa terdapat nyamuk jantan

danU_ =

_ K(a — - N*—1)C
6. Untuk M, = % . Dari (ii. b. 2) diperoleh A = %,

1
d N*=(1+2H)|1 (1 - —)
engan (1+2H)|1+ A+ 2H)?
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Selanjutnya diperoleh
Ty o

1-n)y . ~ _ PrMgl
(1 +B) A 4

+ C . _
¥ + 1q) = dan O

ﬁ Z—,\A, _— | —
o(c - A4) Hm ty(M + Mr)

I= 0.

Jadi diperoleh titik ekuilibrium
ry s +udC  (A-1)y

E = AP ) ~ ’
3 ( (w+B) " o(c - 4) Hm
dengan syarat ™ > 1.

A,MT> dan 0 = 0,

Untuk titik ekuilibrium E; terdapat nyamuk jantan alami dan juga nyamuk fastaril yang ada di
alam .

3.6. Kestabilan Titik Ekuilibrium

Akan dicari kestabilan dari titik-titik ekuilibriurdengan terlebih dahulu akan diberikan beberapa
lemma dan teorema yang diperlukan.

Lemma 3.4.

Diberikan fungsif = (flfz,f3,f4,f5) dari Sistem (3.4.1a) sampai dengan (3.4des)gan

Fi=0(1-2)F — G+ 14

o BML pMpl
=m A= o Ml
BMI
= — uF,
f3 M+ M, 1493

fa= A —=1)yA—uyM,
M
fs = aMr (1 - YT) — urMr.
Diperoleh matriks Jacobian fungsdi titik x = (4,1, F, M, M), adalah

jll j12 j13 j14 j15
j21 j22 j23 j24- j25-|

](f(x)) =ja1 Jaz Jaz Jaa Jas|, (3.3)
s Jiz s Jos Jas |

Js1 Jsz2 Js3 Jsa fssJ

dengan

. ? . . A . .
]11=_EF_(V+#A)' J12=0, ]13=®(1_E): J1a=0, ji5=0,
BM + BrMy . (Br—BI)MyI

Jor =TV, Ja2 = —W — M+ M, j23=0, ]24_(M+—MT)2'

. _ (B=Br)MI
J2s = (M+MT)2 ,
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M LMI BMI

] = O’ ] = ——— » ] = — ) ] = — ’ ] = —-——-——
J31 J32 M+ My, J33 HUr, ]34 (M + M;)? J3s (M + My)?

Jar =@ =7), jaz=0, ju3=0, Jas = —Um, Jas =0,

2aMy
K

Js1=0, js2=0, js3=0, jsu=0, Jss = — +a—ur.

3.6.1. Kestabilan Titik Ekuilibrium E,.
Akan dicari kestabilan titik Ekuilibriunk, berdasarkan nilat, jt, dan N.
Teorema 3.5.
Diberikan titik ekuilibriumk, = (0,0,0,0,0,).
i. Jikaa <ur dan N <1, maka titik ekuilibriumE stabil asimtotik global,
i. Jikaa <urdanN > 1, maka titik ekuilibriumE, tidak stabil.

Titik ekuilibrium E, stabil asimtotik global untuk > 1, artinya jika pada awalnya populasi nyamuk
Aedes aegyptisangat sedikit, maka dengan bertambahnya waktulammyamukAedes aegyptikan punah.
Untuk a < ur danN > 1, titik ekuilibrium E, tidak stabil, artinya jika pada awalnya populagamuk Aedes
aegypti sangat sedikit, maka dengan bertambahnya waktulggipmyamukAedes aegyptikan bertambah.
3.6.2. Kestabilan titik ekuilibrium E4
Akan dicari kestabilan titik ekuilibriunf; berdasarkan nilat, i, dan N.

Teorema 3.6.

Diberikan titik ekuilibrium

E, = (A, 4 (y+ﬂA)AC A‘(l —7”)1’14‘ 0>.
B+u " o(C-A) Im

i. Jikaa <pr, r<1danN > 1, maka titik ekuilibriumE, stabil asimtotik lokal.
i. Jikaa=ur, r<1danN >1 ,maka titik ekuilibriunE, tidak stabil.

Titik ekuilibrium E stabil untuke < purdan N > 1, artinya adalah jika pada awalnya
populasi nyamukAedes aegyptsebelum dewasa dekat dengdy jumlah populasi nyamuledes aegypti
betina pada tahap dewasa dekat derdggnmlah populasi nyamukedes aegyptietina subur dekat deng&p
jumlah populasi nyamuledes aegyptiantan alami dekat denga,, dan jumlah populasi nyamukedes
aegyptijantan steril sangat sedikit, maka dengan bertamf@ivaktu, jumlah populasi nyamuéledes aegypti
pada setiap kelas selain nyamuk jantan steril nuepagla jumlah populasi awalan populasi nyamukedes
aegyptijantan steril akan punah.

Titik ekuilibrium E tidak stabil untule > u; artinya adalah jika pada awalnya
populasi nyamuldedes aegypsebelum dewasa dekat denghn populasi nyamuliedes aegyptietina pada
tahap dewasa dekat denganpopulasi nyamuliedes aegyptietina subur dekat dengép, populasi nyamuk
Aedes aegypiiantan alami dekat dengaf,, dan populasi nyamukedes aegypfantan steril sangat sedikit,
maka dengan bertambahnya waktu, jumlah populashoka®edes aegyptpada setiap kelas menjauhi jumlah
populasi awal.

3.6.3. Kestabilan Titik Ekuilibrium E,
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Akan dicari kestabilan titik Ekuilibriunk, berdasarkan nilat, yi, dan N.
Teorema 3.7.

Diberikan titik ekuilibrium

a— K
E, = (0,0,0,0, %)

Jika> u; , maka titik ekuilibriumk, stabil asimtotik lokal.

Titik ekuilibrium E, stabil asimtotik lokal artinya adalah jika padaaswa
jumlah populasi nyamuRedes aegyp8elain nyamuk jantan steril sangat sedikit, danighnpopulasi nyamuk
Aedes aegypiantan steril dekat dengaﬁ@, maka dengan bertambahnya waktu jumlah populasinoi
Aedes aegypselain nyamuk jantan steril akan punah , dan jurptgbulasi nyamuldedes aegypjantan steril

. Klaa—
akan menUJu%.

3.6.4. Kestabilan di titik non trivial E3, dan E3_
Akan digunakan beberapa identitas untuk menentk&atabilan di titik ekuilibriunEs, danE;_ .

Teorema 3.8.

(N -1)?

Jika N > 1dan ANH

> 1, maka E3, stabil asimtotik lokal
dan E;_ tidak stabil .

Titik ekuilibrium Es_ = (A;_, %, Fy_, 1\73_,’““7“‘”) tidak stabil artinya adalah jika pada awalnya

populasi nyamuldedes aegyptebelum dewasa dekat dengin, populasi nyamuliedes aegyptietina pada
tahap dewasa dekat denghn, populasi nyamukAedes aegyptbetina subur dekat dengdfy_, populasi

nyamukAedes aegypiantan alami dekat dengdf,_, dan populasi nyamukedes aegypjantan steril dekat
denganm, maka dengan bertambahnya waktu, populasi nyakedes aegyppada masing-masing kelas

jumlahnyamenjauhi populasi awal

Titik ekuilibrium Es, = (A3, Ty, By, My, ““_*T) stabil asimtotik lokal artinya adalah jika pada

awalnya populasi nyamukedes aegypsebelum dewasa dekat denghyy, populasi nyamuldedes aegypti
betina pada tahap dewasa dekat derfganpopulasi nyamuldedes aegyptbetina subur dekat dengdy,

populasi nyamukhedes aegyptiantan alami dekat dengai,,, dan populasi nyamuRedes aegypiantan
steril dekat dengaﬁm;—”ﬂ, maka dengan bertambahnya waktu, populasi nyakedes aegyptiari tiap kelas

jumlahnya mendekati jumlah populasi awal.

Pada saalV = N* terjadi perubahan jenis kestabilan sehindga N* merupakan nilai bifurkasi,

denganV* = (1 + 2H) [1 + /1 - m , dan pada Sistem (3.4.1) terjadi bifurksaildle node.

3.7. Simulasi M odel

Berikut diberikan simulasi model dari Sistem (uhjuk titik ekuilibrium
E, = (0,0,0,0,0).
a. Jika diberikan nilai-nilai parameter diberikan aghi berikut :
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=10,y =0,02,8=0,5u;, = 07,87 = 0.5,14, = 0.01, ur = 0.05,7 = 0.01,
ur =07, = 0.1, 4y, = 0.3,K = 100, C = 100 dan juga diberikan nilai awal
A(0) =10,1(0) = 25,F(0) = 7,M(0) = 5,M; = 10, maka diperoleh

pory

N ET 035 <1

Karenaa < ur dan N <1,, maka titik ekuilibriumg, stabil asimtotik global, dan dapat
ditunjukkan seperti pada gambar berikut:

-
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Gambar 2. Warna merah menyatakgn), warna hijau menyatakdift), warna kuning
menyatakar¥ (t), warna biru menyatakavi(t), dan warna ungu menyatakéf; (t).

Pada Gambar 2 terlihat jika diberikan nilai awal

A(0) = 1500, 1(0) = 700, F(0) = 1000, M(0) = 1500, M; = 900, pada saatt = 0, semua
grafik mendekati titik ekuilibriumk, = (0,0,0,0,0).

b. Jika diberikan nilai-nilai parameter diberikabagai berikut :
® =10,y =0,02,8=0,5u, = 07,8 = 05,1, = 0.01, ur = 0.05,r = 0.3,

ur =0.7,a = 0.1,u,, = 0.3,K = 100,C = 100, dan diberikan nilai awal

A(0) = 15,1(0) = 75,F(0) = 70,M(0) = 50, M; = 100, maka diperoleh

pory

N= (u + By + pa)ir

= 16.66 > 1.

Karenaa < u; dan N > 1,, maka titik ekuilibriumk, tidak stabil, dan dapat ditunjukkan seperti
pada gambar berikut:
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Gambar 3. Warna merah menyatalddgn), warna hijau menyatakdit), warna kuning

menyatakar¥ (t), warna biru menyatakavi(t), dan warna ungu menyatakéf; (t).

Pada Gambar 3 terlihat bahwa jika diberikan nitedlad (0) = 15,

1(0) = 75,F(0) =70,M(0) = 50,M; = 100, maka terdapat beberapa grafik yang tidak

mendekati titik ekuilibriumk, = (0,0,0,0,0).

4. Penutup
4.1. Kesimpulan

Diberikan model pemberantasan nyanAgdes aegyptmenggunakan teknik serangga steril dengan
model logistik seperti pada Sistem (3.1). Dari amapada bab-bab sebelumnya dapat diperoleh beberapa
kesimpulan sebagai berikut:

1. Jikaa < ur danN < 1, maka titik ekuilibriumE, = (0,0,0,0,0) stabil asimtotik global.
Titik ekuilibrium Ey = (0,0,0,0,0) stabil asimtotik global jika pada awalnya populasi
nyamukAedes aegyptsangat sedikit, maka dengan bertambahnya wakpwlg@si nyamuk
Aedes aegyptikan punah.

2. Jikaa < pur danN < 1, maka titik ekuilibrium E; = (44, I, F;, My, 0) stabil.
Titik ekuilibrium Ey = (4,1, F;, My, 0) stabil jika pada awalnya populasi nyamkdes aegypsebelum
dewasa mendeka#i,, populasi nyamuldedes aegyptbetina pada tahap dewasa mendekatpopulasi
nyamukAedes aegyptetina subur mendekafi, populasi nyamulkiedes aegypiantan alami mendekati
M,, dan populasi nyamukedes aegypfiantan steril sangat sedikit, maka dengan bertamjzafwaktu,
jumlah populasi nyamuRedes aegyptpada setiap kelas selain nyamuk jantan steril nnepaga jumlah
populasi awal, dan populasi nyamiikdes aegypjantan steril akan punah.

3. Jikaa > ur danN < N*, maka titik ekuilibrium E = (0,0,0,0,“““*2) stabil.
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Titik ekuilibrium E, = (0,0,0,0, @) stabil jika pada awalnya populasi nyamiikdes aegyptelain

nyamuk jantan steril sangat sedikit, dan populgsimuk Aedes aegypiantan steril mendekat@,

maka dengan bertambahnya waktu populasi nyakaales aegypselain nyamuk jantan steril akan punah ,

dan populasi nyamukedes aegypjantan steril akan menuju—K(a;”T).

~

4. Jikaa > yur danN > N*, maka titik ekuilibrium E5_ = (4s_, -, Fs_, M,_,“““*T) tidak stabil.
Titik ekuilibrium E;_ = (A3_,i3_,ﬁ3_,1\713_,’““7“‘”) tidak stabil jika pada awalnya populasi nyamuk
Aedes aegypsebelum dewasa mendekat_, populasi nyamuldedes aegyptietina pada tahap dewasa
mendekatif;_, populasi nyamukAedes aegyptbetina subur mendekafi;_, populasi nyamukAedes
aegyptijantan alami mendekaW,_, dan populasi nyamukedes aegypjantan steril mendekat{f(“;—’”),

maka dengan bertambahnya waktu, populasi nyakedtes aegyptpada masing-masing kelas tidak
semuanya hamper sama dengan jumlah populasi awal .

5. Jikaa > up dani > N*, maka titik ekuiibrium Es., = (As4, Iy, Fyy, Ms., “““12) stabil asimtotik lokal.

Titik ekuilibrium Ey, = (Asy, Iy, Fay, M5, ““*T) stabil asimtotik lokal jika pada awalnya populasi

nyamukAedes aegyptebelum dewasa mendekati,, populasi nyamuldedes aegyptietina pada tahap
dewasa mendekafl,, populasi nyamukAedes aegyptbetina subur mendekafi;,, populasi nyamuk
Aedes aegypfiantan alami mendekaf,,, dan populasi nyamuRedes aegypfantan steril mendekati

M, maka dengan bertambahnya waktu, populasi nyafrades aegyptdari tiap kelas jumlahnya

mendekati jumlah populasi awal.

6. Pemberantasan nyamiledes aegyptnenggunakan teknik serangga steril dengan modaitilo dikatakan
berhasil jika populasi nyamukedes aegypsebelum dewasa mengecil, rata-rata jumlah kelamyamuk
Aedes aegyptbetina mengecil, dan jumlah maksimal perkawinarar@nnhyamukAedes aegyptbetina
dengan nyamuk jantan steril meningkat.
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4.2. Saran

Penulis menyadari dalam tulisan ini mungkin teedapekurangan. Dalam kajian selanjutnya dapat
dianalisa mengenai teknik serangga steril dengademimgistik jika terjadi perpindahan populasi nydm
jantan maupun nyamuk betina.
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