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ABSTRAK

Penyelesaian persamaan integral Volterra linear secara numerik menggunakan
fungsi Walsh telah dikembangkan. Masing-masing suku dari persamaan
integralnya diekspansikan dalam deret Walsh berhingga untuk pemotongan m
suku pertama. Dengan cara demikian dihasilkan bentuk sistem persamaan li-
near. Sistem persamaan linear yang diperoleh selanjutnya diselesaikan dengan
menggunakan metode iterasi Picard. Untuk meningkatkan efisiensi penyelesaian
yang dilakukan dengan metode iterasi Picard diterapkan skema multigrid,
khususnya FMV-cycle. Dalam penelitian ini FMV-cycle diterapkan pada dua
kasus yang telah diselesaikan dengan V-cycle oleh Widyaningsih dkk. Eksperimen
numerik menunjukkan bahwa penerapan FMV-cycle mampu meningkatkan
efisiensi penyelesaian persamaan integral Volterra linear.

Kata kunci: persamaan integral, metode fungsi Walsh, FMV-cycle

ABSTRACT

The solution of Volterra linear integral equation using Walsh functions was
developed. Each term of the integral equation was expanded as finite Walsh
series for m truncation. The result in the usage of this method are linear equa-
tion systems. These systems are solved with Picard iteration method. In order to
improve the efficiency of the solution with Picard iteration method is proposed
multigrid schema, especially FMV-cycle. In this research, FMV-cycle schema
is proposed in two cases that solved with V-cycle by Widyaningsih et. al. Nu-
merical experiment shows that FMV-cycle does improve the efficiency of the
solution of Volterra linear integral equation.
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PENDAHULUAN
Persamaan integral sering muncul dalam permasalahan di bidang fisika,

teknik, ekonomi, biologi, matematika terapan dan lain sebagainya. Model seperti
laju pertumbuhan penduduk, laju kelahiran, transfer radiasi, aerodinamika, pro-
ses penyaringan asap rokok, merupakan model-model yang disajikan dalam ben-
tuk persamaan integral. Golberg (1978, 1-58) memberikan beberapa bentuk
persamaan integral. Sedangkan Jerri (1985) mengklasifikasikan persamaan in-
tegral berdasarkan batas integrasinya kedalam dua bentuk yaitu persamaan in-
tegral Volterra dan Fredholm. Golberg (1978, 1-58) telah memberikan beberapa
metode numerik untuk menyelesaikan persamaan integral, khususnya persamaan
integral Fredholm, diantaranya metode pendekatan kernel, quadrature, galerkin,
semianalitik, dan proyeksi.

Fungsi Walsh yang merupakan fungsi gelombang persegi yang lengkap or-
tonormal telah digunakan dalam bidang yang cukup luas diantaranya analisis
sistem komunikasi, analisis spektral, sistem radar, spektroskop dan lain sebagainya
(lihat Beauchamp, 1975). Tahun 1973, Corrington (1973, 470-476) menggu-
nakan metode fungsi Walsh untuk menyelesaikan persamaan integral dan per-
samaan diferensial. Dari eksperimen numerik, Corrington menyimpulkan bahwa
fungsi Walsh dapat digunakan untuk mendapatkan penyelesaian pendekatan dari
persamaan integral, khususnya persamaan integral Volterra. Selanjutnya Chen
dan Hsiao (1975, 265-280) serta Blyth dan Uljanov (1996, 621-628; 1996, 137-
143) masing-masing menggunakan metode fungsi Walsh untuk menyelesaikan
masalah variasional serta persamaan integral Fredholm. Dari kedua eksperimen
yang dilakukan menunjukkan bahwa metode fungsi Walsh mampu memberikan
galat yang lebih kecil dibandingkan apabila digunakan metode yang telah ada,
seperti metode Galerkin ataupun middle point method.

Multigrid pada awalnya dikembangkan untuk menyelesaikan masalah
syarat batas yang sering muncul dalam fisika terapan. Di sini, domain dari masa-
lah syarat batas dibuat diskrit yaitu dengan membaginya menjadi grid-grid ber-
hingga, sehingga diperoleh suatu sistem persamaan aljabar (linear maupun non-
linear). Dengan cara demikian, penyelesaian masalah syarat batas dapat dilaku-
kan dengan menyelesaikan sistem persamaan yang diperoleh.

Di dalam penelitian ini metode multigrid yang digunakan adalah Full
Multigrid V (FMV)-cycle yang merupakan metode multigrid yang lengkap karena
telah memanfaatkan secara bersama skema koreksi grid coarse dan iterasi ter-
sarang (lihat Briggs (1988)). Hasilnya kemudian dibandingkan dengan penye-
lesaian persamaan integral Volterra linear apabila digunakan gabungan metode
fungsi Walsh dan V-cycle yang telah dilakukan oleh Widyaningsih (2000, 155-
161) dan Widyaningsih dkk. (2001) untuk mengetahui efisiensi kedua metode.
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Persamaan Integral Volterra Linear
Bentuk umum persamaan integral, sebagaimana diberikan oleh Jerri (1985)

adalah sebagai berikut.
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Apabila b(x)=x, maka persamaan (1) menjadi
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a
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dan disebut sebagai persamaan integral Volterra. Apabila h(x)=1, persamaan
integral (2) menjadi
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a
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dan disebut sebagai persamaan integral Volterra tipe dua. Apabila y linear, maka
persamaan (3) dapat dituliskan sebagai berikut.
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dan disebut sebagai persamaan integral Volterra linear tipe dua.

Penelitian ini hanya akan membahas persamaan integral Volterra linear tipe
dua dengan g(x) dan K diketahui serta y adalah fungsi linear yang akan ditentukan.

Fungsi Walsh
Tahun 1922, Rademacher (dalam Sloss dan Blyth, 1994, 273-283) me-

ngembangkan himpunan fungsi gelombang persegi tidak lengkap ortonormal
pada [0,1]. Selanjutnya, tahun 1923, Walsh (1923, 5-24) mengembangkan him-
punan fungsi gelombang persegi yang lengkap ortonormal, yang selanjutnya
disebut sebagai fungsi Walsh. Chen dan Hsiao (1975, 265-280) mendefinisikan
fungsi Walsh sebagai berikut.
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Grafik empat fungsi Walsh yang pertama ditunjukkan pada Gambar 1.

Gambar 1. Empat Fungsi Walsh Pertama
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Sifat Integral Fungsi Walsh
Menurut Corrington (1973, 470-476), setiap integral fungsi Walsh dapat

disajikan sebagai deret fungsi Walsh
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dengan n=0,1,2,… dan di merupakan koefisien deret fungsi Walsh ke-i.
Blyth (1997, 166-172) menuliskan pendekatan integral fungsi Walsh seba-

gai deret dengan koefisien dapat ditentukan dengan menggunakan matrik ope-
rasional Pm yang telah diberikan oleh Chen dan Hsiao. Apabila
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Selanjutnya untuk menuliskan deret semacam (9) digunakan konvensi
penjumlahan Einstein dengan i adalah bilangan biner antara 0 hingga m-1.

Metode Multigrid
Masing-masing suku dari persamaan integral Volterra (4) dapat diekspan-

sikan ke dalam deret fungsi Walsh berhingga (m suku). Ekspansi dengan menggu-
nakan deret fungsi Walsh menghasilkan sistem persamaan linear.

cm = gm + Kmcm atau Amcm=gm, (10)

dengan Am=Im-Km, dan Im adalah matriks identitas serta Km adalah matriks orde
m dari K. Dengan demikian menyelesaikan persamaan (10) identik dengan
menyelesaikan persamaan (4) dengan menggunakan metode fungsi Walsh.
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Selanjutnya didefinisikan Wm sebagai grid berukuran m, yaitu domain
pada [0,1] pada fungsi Walsh dibagi menjadi m subinterval dengan masing-
masing berukuran 1/m. Grid Wm selanjutnya disebut dengan grid level m. Notasi
c dan v menunjukkan penyelesaian “eksak” dan pendekatan. Huruf tebal, v
misalnya, dipakai untuk menyajikan vektor. Penyelesaian pendekatan v pada
grid level tertentu, misal pada grid level m, ditulis dengan vm. Sedangkan elemen
ke-i dari vektor tersebut ditulis dengan vm,i.

Dalam penelitian ini digunakan galat dan residual, yang dinotasikan de-
ngan e dan r, untuk mengetahui “kebaikan” dari penyelesaian pendekatan. Galat
dan residual pada grid level m didefinisikan dengan em=cm-vm dan rm=gm-Amvm.
Dengan demikian, penyelesaian Amvm=gm dengan pendekatan awal cm ekuivalen
dengan penyelesaian Amcm=rm dengan pendekatan awal cm=0.

Full Multigrid V (FMV)-cycle
Pada V-cycle hanya digunakan koreksi grid coarse untuk mendapatkan

penyelesaian pendekatan. Sedangkan ide iterasi tersarang belum dimanfaatkan.
Iterasi tersarang digunakan untuk mendapatkan nilai awal yang baik bagi grid
fine. Pada algoritma Full Multigrid V-cycle, koreksi grid coarse dan ide iterasi ter-
sarang digunakan secara bersama-sama. Dengan demikian penyelesaian yang
diperoleh akan lebih efisien. Skema Full Multigrid V-cycle tiga level ditunjukkan
pada Gambar 2.

Gambar 2: Skema Full Multigrid V-cycle tiga level
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Briggs (1988) menyajikan algoritma FMV-cycle sebagai berikut.
- Algoritma FMV-cycle

),( mmm FMV gvv ←

Step 1: Apabila Wm grid coarsest, lanjutkan step 3

Jika tidak )vg(Ig 2/
2/ mmm

m
mm A−←

02/ ←mv

)g,v(v 2/2/2/ mmm FMV←

Step 2: Lakukan 2/2/ m
m
mmm vIvv +←

Step 3: Lakukan ),( mmmm MV gvv ←  l0 kali.

Unit Work Algoritma FMV-cycle
Diperhatikan grid dimensi satu yang terdiri dari m=2n titik dengan n adalah

bilangan bulat positif. Diasumsikan untuk melakukan sekali sweep untuk menye-
lesaikan sistem persamaan linear pada grid finest (berorde m x m), misal m, me-
merlukan m2 operasi aritmetik. Briggs (1988) menyatakan satuan untuk mela-
kukan m2 operasi aritmetik dengan unit work (UW). Selanjutnya, pada Wm/2
dengan matriks orde m/2 x m/2, untuk melakukan sekali sweep diperlukan m2/4
operasi aritmetik yang ekuivalen dengan ¼ UW. Demikian seterusnya, sehingga
operasi aritmetik yang diperlukan pada grid level tertentu adalah ¼ operasi
aritmetik dari grid level sebelumnya.

Pada metode Full Multigrid V-cycle, setiap level dikunjungi sebanyak 2n
untuk n Î N. Dengan demikian biaya perhitungan untuk melakukan sekali sweep
Full Multigrid V-cycle dengan masing-masing level diperlukan sekali iterasi adalah
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METODE PENELITIAN
Metode penelitian ini adalah eksperimen secara numerik, artinya algoritma

yang telah diturunkan selanjutnya diterapkan dalam kasus-kasus persamaan
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integral Volterra linear yang telah dipilih. Dalam penelitian ini dipilih kasus yang
penyelesaian eksaknya telah tersedia, khususnya kasus-kasus yang telah dise-
lesaikan dengan metode V-cycle. Selanjutnya hasil numerik dari metode FMV-
cycle dibandingkan dengan hasil numerik dari V-cycle. Dengan demikian keefi-
sienan metode yang baru dikembangkan dapat ditunjukkan.

HASIL DAN PEMBAHASAN
Dalam penelitian ini skema FMV-cycle diterapkan pada dua kasus per-

samaan integral Volterra linear yang telah diselesaikan oleh Widyaningsih dkk.
(2001) dengan menggunakan skema V-cycle. Selanjutnya akan dibandingkan
keefisienan kedua skema multigrid tersebut. Untuk menyelesaikan kedua kasus
dengan menggunakan software Matlab.

Kasus 1.
Diberikan persamaan integral Volterra linear yang merupakan persamaan

tipe convolution yang diambil dari Jerri (1985)

∫ −−=
x

dttytxxxy
0

)()()( (11)

yang mempunyai penyelesaian eksak xxy sin)( = . Persamaan (12) dapat ditulis
dalam bentuk

∫ ∫+−=
x x

dtttydttyxxxy
0 0

)()()(
(12)

Dengan mengekspansikan masing-masing suku dari persamaan (12) dengan
deret Walsh
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Dengan menggunakan sifat perkalian fungsi Walsh dan pendekatan inte-
gral dari Blyth (1997, 166-172 ), persamaan (12) dapat dituliskan sebagai berikut
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Persamaan (13) membentuk sistem persamaan linear



Jurnal Penelitian Sains & Teknologi, Vol. 6, No. 2, 2005: 138 - 152146
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dengan ][][ jiijm hhH ⊕==  dimana i, j = 0, 1, ..., m-1 ditulis sebagai bilangan
biner dengan Å adalah operasi penjumlahan modulo 2. Untuk menye-lesaikan
persamaan (16) digunakan metode iterasi Picard

][]1[ )( i
mm

T
m

T
mmm

i
m cHPPHhc −−=+

dengan nilai awal ]0,...,0,0,0,1[
1

]0[
43421
−

=
m

mc .

Selanjutnya diterapkan skema FMV-cycle untuk memperbaiki penyelesaian
dari metode iterasi Picard. Dalam penelitian ini digunakan level tertinggi m =
64. Unit work dan galat iterasi dari penyelesaian persamaan (14) disajikan dalam
tabel 1.

Tabel 1. Unit Work dan Galat Iterasi Penyelesaian Persamaan (14)

Tabel 1 menunjukkan bahwa unit work yang diperlukan FMV-cycle untuk
mencapai galat toleransi sebesar 10-13 lebih kecil dibandingkan apabila digunakan
metode iterasi Picard. Tampak pula bahwa FMV-cycle 2 level memberikan unit
work terkecil apabila dibandingkan dengan FMV-cycle 5 level, 4 level maupun
3 level, akan tetapi perbedaan unit worknya tersebut tidak terlalu besar. Dengan
demikian FMV-cycle 2 level merupakan pilihan yang cukup baik untuk menye-
lesaikan persamaan (14).

Unit work yang diperlukan oleh metode Iterasi Picard pada m = 64 sebesar
6.0. Sedangkan pada FMV-cycle diperlukan sebesar 2.5. Dengan demikian skema
FMV-cycle mampu meningkatkan efisiensi sebesar 3.5 UW.

Metode Unit Work Galat Iterasi 

FMV-cycle 5 level 3.5 1.4819 x 10-13 

FMV-cycle 4 level 3.44 8.0915 x 10-13 

FMV-cycle 3 level 3.1875 3.1365 x 10-13 

FMV-cycle 2 level 2.5 7.2484 x 10-13 

Iterasi Picard 6.0 7.6710 x 10-13 
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Berdasarkan unit work yang dihasilkan oleh masing-masing metode pada
kasus 1, FMV-cycle lebih efisien dibandingkan metode iterasi Picard. Dengan
demikian FMV-cycle merupakan pilihan terbaik untuk menyelesaikan persamaan
integral ( 12) dibandingkan metode iterasi Picard.

Selanjutnya penyelesaian yang dilakukan dengan FMV-cycle diban-
dingkan dengan penyelesaian V-cycle yang telah dilakukan oleh Widyaningsih
dkk. (2001) untuk mengetahui keefisienan kedua skema multigrid tersebut.
Perbandingan unit work kedua skema multigrid untuk mencapai galat toleransi
10-13 ditunjukkan pada tabel 2.

Tabel 2. Unit Work Skema FMV-cycle dan V-cycle

Tabel 2 menunjukkan bahwa pada level 3, 4, dan 5 skema V-cycle me-
nunjukkan tingkat efisiensi yang lebih baik dibandingkan FMV-cycle, akan tetapi
perbedaan unit work kedua skema tersebut kecil. Sedangkan pada level 2 skema
FMV-cycle menunjukkan tingkat efisiensi yang lebih baik dibandingkan V-cycle
dengan perbedaan unit work yang cukup signifikan yaitu sebesar 2 UW. Apabila
digunakan pilihan 2 level untuk menyelesaikan persamaan integral (14) maka
FMV-cycle menunjukkan tingkat efisiensi yang lebih baik dibandingkan V-cycle.
Dengan kata lain, penggunaan skema FMV-cycle lebih akurat dibandingkan V-
cyle.

Kasus 2.
Diberikan persamaan integral Volterra linear yang diambil dari Jerri (1985)

∫ −+=
x

dttytxxxy
0

)()cos(2sin)( (15)

yang mempunyai penyelesaian eksak xxexy =)( . Persamaan (15) dapat ditulis
dalam bentuk

∫ ∫++=
x x

dttytxdttytxxxy
0 0

)( sinsin2)( coscos2sin)( (16)

Unit Work Level 
V-cycle FMV-cycle 

5 2.7 3.5 
4 2.66 3.44 
3 2.56 3.2 
2 4.5 2.5 
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Dengan mengekspansikan masing-masing suku dari persamaan (16)
dengan deret Walsh
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dengan ][][ jiijm llL ⊕==  dan ][][ jiijm qqQ ⊕== dimana i, j = 0, 1, ..., m-1
ditulis sebagai bilangan biner dengan Å adalah operasi penjumlahan modulo 2.
Unit work dan galat iterasi dari penyelesaian persamaan (17) disajikan dalam
tabel 3.

Tabel 3. Unit Work dan Galat Iterasi Penyelesaian Persamaan (17)

Tabel 3 menunjukkan bahwa unit work yang diperlukan FMV-cycle untuk
mencapai galat toleransi sebesar 10-7 lebih kecil dibandingkan apabila digunakan
metode iterasi Picard. Tampak pula bahwa FMV-cycle 2 level memberikan unit
work terkecil apabila dibandingkan dengan FMV-cycle 5 level, 4 level maupun
3 level, akan tetapi perbedaan unit worknya tersebut tidak terlalu besar. Dengan
demikian FMV-cycle 2 level merupakan pilihan yang cukup baik untuk menye-
lesaikan persamaan (17).

Unit work yang diperlukan oleh metode Iterasi Picard pada m = 64 sebesar
5.0. dengan galat iterasi 6.6565 x 10-7. Sedangkan pada FMV-cycle hanya
diperlukan sebesar 2.5 UW untuk mendapatkan galat iterasi sebesar 4.3217 x
10-8. Dengan demikian skema FMV-cycle mampu meningkatkan efisiensi sebesar
2.5 UW.

Metode Unit Work Galat Iterasi 

FMV-cycle 5 level 3.5 4.0211 x 10-8 

FMV-cycle 4 level 3.44 6.7576 x 10-8 

FMV-cycle 3 level 3.1875 1.6669 x 10-7 

FMV-cycle 2 level 2.5 4.3217 x 10-8 

Iterasi Picard 5.0 6.6565 x 10-7 



149Penyelesaian Persamaan Integral Volterra Linear ... (Masduki)2

Berdasarkan unit work yang dihasilkan oleh masing-masing metode pada
kasus 1, FMV-cycle lebih efisien dibandingkan metode iterasi Picard. Dengan
demikian FMV-cycle merupakan pilihan terbaik untuk menyelesaikan persamaan
integral (17) dibandingkan metode iterasi Picard.

Selanjutnya penyelesaian yang dilakukan dengan FMV-cycle
dibandingkan dengan penyelesaian V-cycle yang telah dilakukan oleh
Widyaningsih dkk. (2001) untuk mengetahui tingkat efisiensi kedua skema
multigrid tersebut. Perbandingan unit work kedua skema multigrid untuk men-
capai galat toleransi 10-7 disajikan dalam tabel 4.

Tabel 4: Unit Work Skema FMV-cycle dan V-cycle

Tabel 4 menunjukkan bahwa pada level 2, 4, dan 5 skema V-cycle menun-
jukkan tingkat efisiensi yang lebih baik dibandingkan FMV-cycle, akan tetapi
perbedaan unit work kedua skema tersebut kecil (0.25 – 0.8 UW). Sedangkan
pada level 3 skema FMV-cycle menunjukkan tingkat efisiensi yang lebih baik
dibandingkan V-cycle dengan perbedaan unit work yang cukup signifikan yaitu
sebesar 1.925 UW. Apabila digunakan pilihan 2 level untuk menyelesaikan
persamaan integral (17) maka FMV-cycle dan V-cycle memberikan tingkat efi-
siensi yang hampir sama. Tetapi apabila digunakan pilihan 3 level untuk menye-
lesaikan persamaan integral (17) maka FMV-cycle menunjukkan tingkat efisiensi
yang lebih baik dibandingkan V-cycle. Dengan kata lain, penggunaan skema
FMV-cycle lebih akurat dibandingkan V-cyle.

SIMPULAN DAN SARAN
Eksperimen numerik menunjukkan bahwa penggabungan fungsi Walsh

dan skema multigrid khususnya FMV-cycle mampu meningkatkan efisiensi pe-
nyelesaian persamaan integral Volterra linear dibandingkan apabila digunakan

Unit Work 
Level 

V-cycle FMV-cycle 

5 2.7 3.5 

4 2.66 3.44 

3 5.125 3.2 

2 2.25 2.5 
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metode iterasi Picard. Lebih jauh, penggunaan skema FMV-cycle pada level ter-
tentu (level 2 pada kasus 1 dan level 3 pada kasus 2) memberikan tingkat efisiensi
yang lebih baik dibandingkan skema V-cycle.

Penelitian lanjutan yang dapat disarankan adalah pengembangan algo-
ritma penyelesaian persamaan integral Volterra yang lebih efektif dan efisien.
Penelitian tentang kestabilan metode multigrid juga merupakan bidang yang
masih terbuka luas. Selain itu perluasan kasus persamaan integral Volterra yang
diselesaikan akan memberikan kesimpulan yang lebih luas.
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