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ABSTRAK. Artikel ini membahas tentang matriks di dalam aljabar max plus 
serta beberapa aplikasinya. Operasi dasar dalam aljabar max plus adalah 
maksimum ( ) dan penjumlahan ( ). Matriks yang dibahas dalam artikel 
ini adalah matriks tak tereduksi. Kajian yang diutamakan dalam artikel ini 
adalah bagaimana perilaku suatu perpangkatan matriks dalam aljabar max 
plus.Perilaku akhir dari perpangkatan matriks adalah siklik dan 
memenuhi persamaan kcck AA    . 
 
Kata Kunci: Aljabar Max Plus;Matriks; Matriks Tak Tereduksi; Pangkat 
Matriks 

 
 

1. PENDAHULUAN 

Aljabar max plus memberikan kemudahan dalam melakukan pemodelan dan analisa 
suatu sistem atau model matematika. Hasil yang diperoleh berupa sistem yang linear 
sehingga memudahkan dalam melakukan komputasi. Penjelasan lebih lanjut tentang aplikasi 
aljabar max plus dapat dilihat pada [1],[2], [3], dan [5]. Aljabar max plus merupkan salah 
satu klas dari Sistem Event Diskrit. Banyak hal yang dapat dikaji dalam aljabar max plus, 
terutama yang berkaitan dengan model matematika dari suatu sistem event diskrit. Beberapa 
masalah sistem event diskrit yang telah dilakukan kajian menggunakan aljabar max plus 
diantaranya sistem manufaktur, jaringan telekomonikasi, sistem transportasi, sistem logistik 
dan lain sebagainya.  

Sistematika dari tulisan ini adalah diawali dengan kajian tentang aplikasi atau 
penggunaan aljabar max plus dalam kehdupan sehari-hari. Pada bagian kedua dari tulisan ini 
membahas tentang notasi dan definisi yang berkaitan dengan aljabar max plus serta 
pengemabangan aljabar max plus dalam bentuk matriks dan graph. Kemudian pada bagian 
ketiga diberikan contoh aplikasi dari graph dalam aljabar max plus. Pada bagian keempat 
dibahas perilaku suatu perpangkatan matriks dan disertai dengan contoh untuk memahami 
teorema yang diberikan. Makalah ini bertujuan untuk mengkaji tentang matriks dalam aljabar 
max plus khususnya bagaimana perilaku perpangkatan matriks.  

Operasi dasar aljabar max plus mempunyai kemiripan dengan operasi dalam aljabar 
biasa termasuk kajian masalah matriks. 
Operasi dasar dalam aljabar max plus adalah maksimum yang direpresentasikan oleh   dan 
penjumlahan direpresentasikan oleh  . Didefinisikan   dan 0e dan notasi  maxR  
adalah himpunan bilangan real  R . Dua operasi dasar tersebut didefinisikan sebagai 
berikut: 

baba
baba


 ),max(

      (1) 
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Penjabaran dari unsur dasar dan operasi dasar dalam aljabar max plus sebagai 
berikut: 

aaeea
aa

aaa
aaa










),max(),max(

      (2) 

Kajian mendalam tentang operasi dalam aljabar max plus dapat dilihat pada [1] dan [3]. 
Operasi  dan  pada Rmax  dapat diperluas untuk operasi  matriks seperti hanya dengan 
aljabar biasa, namun operasi yang digunakan adalah maksimum dan penjumlahan. Operasi 
 (max)dan ⊗  (tambah) diperluas ke matriks sebagai berikut: untuk nmBA  max, R  

  njmibabaBA jijijijiji ,,2,1 ,,,2,1 },,{max ,,,,,     (3) 

dan untuk nppm BA   maxmax , RR  

  njmibabaBA jkkijkki

p

kji  ,2,1,,,2,1,max][ ,,pk1,,1, 


. (4) 

Seperti halnya dalam aljabar biasa, perkalian matriks dalam aljabar max plus juga tidak 
komutatif.Pangkat dalam aljabar max plus didefinisikan [1]. 
    

nsebanyak

aaaa n         (5) 

Untuk semua Nn  dengan 0n .   

Operator   dalam aljabar max plus mempunyai invers yang dinyatakan sebagai 

pangkat negatif.  

 baba   )1(        (6) 
tetapi untuk operasi   tidak memiliki invers.  

 
Contoh 1.  

Diberikan matriks 









4
32

e
A  dan 











41
53

A  maka diperoleh maksimum ( )matriks 

A dan B 




























4
53

41
53

4
32

ee
BA , sedangkan 






























83
75

41
53

4
32

e
BA . Dengan cara yang sama diperoleh 











84
95

AB . Dari contoh ini terlihat bahwa untuk operasi  pada matriks tidak 

komutatif. 
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 Didefinisikan matriks  E  nn
maxR , (E)ij : = 








jiε
ji

 jika,
 jika,0

 dan matriks  nm
maxR ,  ()ij :=   

untuk setiap i dan j. Relasi“ m ”pada nm
maxR  didefinisikan dengan A m BA B = B. 

Didefinisikan  n
maxR := {x = [ x1, x2, ... , xn]T | xiRmax, i = 1, 2, ... , n}.Unsur-unsur dalam 

n
maxR disebur vektor atas Rmax, [6] dan [7]. Persamaan ruang keadaan menggunakan simbol 

aljabar max plus didefinisikan sebagai berikut [5]: 







              )()(

)()()1(
kxCky

kuBkxAkx
                                                 (6) 

Nilai-karakteristik dan vektor-karakteristik dari suatu matriks persegi A  berukuran nn   
dalam aljabar max-plus didefinisikan dalam persamaan: 

xxA         (7) 
       

nx maxR dan R  dinamakan vektor karakteristik dan nilai-karakteristik dari 

matriks A  dengan vector   ',,   x . [5] 

Pada bagian ini dibahas suatu graph berarah dari suatu matriks nnA  maxR  . selanjutnya 
diberikan suatu contoh aplikasi dan diselesaikan menggunakan aljabar max plus. Suatu graph 
dikatakan strongly connected bila suatu path ada untuk setiap titik i  ke setiap titik j . Dalam 
hal yang demikian matriks yang terkait dengan grap )( AG  ini dinamakan matriks 
taktereduksi. Sedangkan bila grap G(A) tidak strongly connected, maka matrik A adalah 
tereduksi, [5]. 

Contoh 2. Diberikan suatu graphstrongly connectedseperti pada Gambar 1. 

 

Gambar 1: Graph G(A) [5] 

Interpretasi dari Gambar 1 merupakan jalur kereta api yang dilalui dari sebuah kota. Dalam 
hal ini akan disusun suatu penjadwalan sehingga penumpang kereta api dapat memilih jalur 
dan kota yang akan dilewatinya. Graph pada Gambar 1 akan didefiniskan waktu 
keberangkatan untuk masing-masing stasiun, misalkan )(1 kx  dan )(2 kx maka pada saat yang 
ke- k  dengan ,3,2,1,0k , diperoleh persamaan ruang keadaan sebagai berikut [5] 
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})(5),(max{4)1(
})(8),(max{3)1(

212

211

kxkxkx
kxkxkx




     (8) 

Persamaan (8) dapat dirubah dalam notasi alajabar max plus sebagai berikut: menggunakan 
notasi max-plus aljabar didapat, [5] 

)(5)(4)1(
)(8)(3)1(

212

211

kxkxkx
kxkxkx




     (9) 

Persamaan (9) dapat dirubah penulisannya dalam bentuk matriks sebagai berikut: 






























)(
)(

54
83

)1(
)1(

2

1

2

1

kx
kx

kx
kx

.     (10) 

Persamaan (10) dapat disederhanakan dalam bentuk: 
 

,2,1,0),()1(  kkxAkx     (11) 

dengan 









)(
)(

)(
2

1

kx
kx

kx  dan 









54
83

A . 

Sistem pada Persamaan (11) merupakan jadwal periodik dari jalur kereta api yang ada pada 
Contoh 1. Hal  ini sesuai dengan bentuk per-samaan berikut : 

,2,1,0),0()()1( )1(   kxkxAkx k  

Untuk lebih lanjut tentang penjadwalan dari Contoh 2 dapat dilihat pada [5]. 
 

2. METODE PENELITIAN 
 
Penelitian ini merupakan penelitian kajian pustaka atau kajian teori yang berkaitan dengan 
aljabar max plus. Alur penelitian terlihat pada Gambar 1. 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Gambar 1. Alur Penelitian 

Pendahuluan 
Teori Aljabar Max 
Plus  

Aplikasi Aljabar 
Max Plus  

Pangkat Matriks 
Aljabar Max PLus 

Pembahasan 

Kesimpulan 
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3. PEMBAHASAN 
 
Pada bagian ini dibahas pengkat matriks dalam aljabar max plus, serta akan melihat perilaku 
dari perpangkatan matriks tersebut. Matriks yang digunakan adalah matriks taktereduksi. 
 
 
Teorema [4] 
Jika nnRA  max  adalah matriks taktereduksi, maka terdapat 00max ,, NcNkR   

sedemikian sehingga kcck AA     
  merupakan nilai eigen dari matriks A dan c adalah kesiklikan dari matriks A. 
 

Contoh 3 Diberikan matriks 

















42
323

32




A  

Dengan menggunakan aturan pangkan (4) dalam bentuk matriks maka diperoleh 




















































865
765
656

42
323

32

42
323

32
2








A  




















































12109
1199
1088

865
765
656
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32
3




A  




















































161413
151312
141212

12109
1199
1088

42
323

32
4




A  




















































201817
191716
181615

161413
151312
141212

42
323

32
5




A  




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






























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









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
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
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
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





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

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









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262423

242221
232120
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42
323

32
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


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


















































343029
322930
302827

302625
282524
262423

42
323

32
8




A  

 
Jika diperhatikan hasil perhitungan dari Contoh 1, mulai dari ..., 65  AA  terlihat 
perpangkatan matriks yang periodik.  

Bentuk ,...,,,,, 65432  AAAAAA memenuhi persamaan  
kck AA   4  untuk k = 5,6,7... dan c = 1. 

Dari hasil perhitungan ini didapat nilai eigen ( ) adalah 4 dan c=1. 
 
 

4. SIMPULAN 
Perilaku akhir dari perpangkatan matriks adalah siklik dan memenuhi persamaan 

kcck AA    . Untuk selanjutnya dapat dilakukan kajian tentang perilaku matriks 
tereduksi dan aplikasi dari perpangkatan matriks.  
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