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ABSTRAK.  
Misalkan G=(V,E) adalah suatu graf. Fungsi c dari E ke {1, 2, ..., k} dikatakan 
pewarnaan-k pelangi pada G, jika untuk setiap pasang titik u dan v di V 
terdapat suatu lintasan dengan u dan v sebagai titik ujung yang setiap sisinya 
memperoleh warna berbeda. Bilangan terhubung pelangi graf G, dinotasikan 
dengan rc(G), adalah bilangan bulat positif terkecil k sehingga G mempunyai 
suatu pewarnaan-k pelangi. Selanjutnya,c dikatakan pewarnaan-k pelangi kuat, 
jika untuk setiap titik u dan v di V terdapat lintasan pelangi dengan panjangnya 
sama dengan jarak u dan v. Dalam hal ini, bilangan bulat positif terkecil k 
sehingga G mempunyai suatu pewarnaan-k pelangi kuat didefinisikan sebagai 
bilangan terhubung pelangi kuat yang dinotasikan dengan src(G).Pewarnaan 
pelangi digunakan antara lain untuk mengamankan kode rahasia yang 
dikirimkan. 
Pada makalah ini dibahas tentang pewarnaan pelangi graf berlian. Graf berlian 
dengan 2n titik dinotasikan dengan Brn adalah graf yang diperoleh dari graf 
tangga segitiga dengan 2n-1 titik dan ditambahkan satu titik dan beberapa sisi 
tertentu. Kami menentukan rc(Brn) dan src(Brn) untuk n  4. 
Kata kunci:bilangan terhubung pelangi,bilangan terhubung pelangi kuat, graf 
berlian, pewarnaan pelangi. 
 

1. PENDAHULUAN 

Konsep bilangan terhubung pelangi pada graf pertama kali diperkenalkan oleh 

Chartrand, dkk pada tahun 2005 [3].Pewarnaan pelangi digunakan antara lain untuk 

mengamankan kode rahasia yang dikirimkan. Misalkan G=(V,E) adalah suatu graf terhubung 

tak-trivial. Fungsic:E(G) {1, 2,..., k} untuk suatu k Ndikatakan pewarnaan-kpelangi pada 

G, jika untuk setiap pasang titik u dan v di V terdapat suatu lintasan dengan u dan v sebagai 

titik ujung yang setiap sisinya memperoleh warna berbeda.Lintasan tersebut dinamakan 

lintasan pelangi.Bilangan terhubung pelangi graf G adalah bilangan bulat positif terkecil k 

sehingga G mempunyai suatu pewarnaan-kpelangi, dinotasikan dengan rc(G). 

Selanjutnya, c dikatakan pewarnaan-kpelangi kuat, jika untuk setiap titik u dan v di V 

terdapat lintasan pelangi dengan panjangnya sama dengan jarak u dan v, yang dinamakan 

sebagai lintasan pelangi kuat. Dalam hal ini, bilangan bulat positif terkecil k sehingga G 

mempunyai suatu pewarnaan-k pelangi kuat didefinisikan sebagai bilangan terhubung 



                                                                                                                       ISBN : 978.602.361.002.0 
 

Prosiding Seminar Nasional Matematika dan Pendidikan Matematika UMS  2015 917 
 

pelangi kuat yang dinotasikan dengan src(G).Dari definisi, dapat terlihat bahwa 

rc(G) src(G). 

Diameter graf dinotasikan dengan diam(G), merupakan maksimum dari himpunan jarak 

dua titik pada G. Untuk menemukan diameter dari suatu graf, harus ditentukan jarak dari 

setiap dua titik pada G, bilangan terbesarnya merupakan diameter dari graf tersebut. Orde 

graf G didefinisikan sebagai banyak titik pada G. Misalkan m menyatakan ukuran dari G, 

yakni banyak sisi pada G,maka 

 

diam(G) rc(G) src(G) m. (1) 

Di bawah ini dituliskan beberapa hasil penelitian tentang bilangan terhubung pelangi. 

 

Teorema1.1 [3]MisalkanGadalah graf terhubung tak-trivial yang berukuranm, maka 

a. rc(G) = 1 jika dan hanya jika G adalah graf lengkap, 

b. rc(G) = 2 jika dan hanya jika src(G) = 2, dan  

c. rc(G) = m jika dan hanya jika G adalah graf pohon.  

 

Teorema 1.2 [3]Misalkan n adalah bilangan bulat dengann  4. Jika Cnadalah graf lingkaran 

berorden, maka rc(Cn) = src(Cn) = . 

 

Teorema 1.3 [10]Misalkan n adalah bilangan bulat dengann  3.Jika Fn adalah graf kipas 

berorden+1, maka 

a. rc(Fn) =  

b. src(Fn) =  

 

Caro, dkk[1], Schiermeyer [8], dan Chandran, dkk[2] menentukan bilangan terhubung 

pelangiterkait derajat minimum dari suatu graf. Krivelevich dan Yuster [5],serta Dong dan Li 

[4] menentukan bilangan terhubung pelangiterkait dengan orde dari G. Chartrand, dkk [3], 

serta Li dan Shi [6] menentukan bilangan terhubung pelangiterkait dengan konektivitas dari 
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graf.Schiermeyer [9] menentukan bilangan terhubung pelangi terkait dengan banyak titik 

berderajat satu pada graf. 

Dalam makalah ini dibahas tentang bilangan terhubung pelangi dan bilangan terhubung 

pelangi kuatuntuk graf berlian. Graf berlian berorde 2n adalah graf yang diperoleh dari graf 

tangga segitiga berorde 2n-1 dan ditambahkan satu titik dan beberapa sisi tertentu.Graf 

tangga segitiga berorde 2n-1 merupakan graf tangga berorde 2n-2 dengan tambahan satu titik 

dan beberapa sisi tertentu, lihat [7]. 

 

2. HASIL UTAMA 

 

Graf berlian berorde 2ndinotasikan denganBrnadalah graf dengan 

V(Brn) = {v}  {vi | i  {1, 2, ..., n}}  {ui | i  {1, 2, ..., n-1}} dan 

E(Brn) = {vvi| i  {1, 2, ..., n}}  {vivi+1| i  {1, 2, ..., n-1}}  {uiui+1 | i  {1, 2, ..., n-2}}  

{uivi | i  {1, 2, ..., n-1}}  {uivi+1| i  {1, 2, ..., n-1}}. 

 

Sebagai ilustrasi, graf Br4 diberikan pada Gambar 1. Dapat ditunjukkan bahwa diameter 

dari graf berlian (Brn), adalah: 

 

diam(Brn) =  

 

Selanjutnya,disajikan bilangan terhubung pelangi dan bilangan terhubung pelangi kuat 

untuk graf berlian berturut-turut pada Teorema 2.1 dan Teorema 2.2. 

 

 
Gambar 1. Graf Br4 
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Teorema 2.1 Misalkan bilangan bulat n 4, maka bilangan terhubung pelangiuntuk graf 

berlian berorde 2n adalah 

rc(Brn) = diam(Brn). 

 

Bukti :  

Berdasarkan (1), cukup diperlihatkan rc(Brn) diam(Brn). Untuk itu akan dibagi pembuktian 

ke dalam dua kasus. 

Kasus 1. n = 4 ataun = 5 

Definisikan pewarnaan c : E(G)  {1, 2, 3}sebagai berikut: 

c(uiui+1) = i, untuk i  {1, 2, ..., n-1}; 

c(uivi) = c(uivi+1) = 3, untuk i  {1, 2, ..., n-1}; 

c(vivi+1) = ((i +1) mod 2) +1, untuk i  {1, 2, ..., n-1}; 

c(vjv) = , untuk i  {1, 2, ..., n}. 

 

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa untuk setiap x dan ydi V(Brn) dengan d(x,y) 2, terdapat 

lintasan x-y yang merupakan lintasan pelangi. 

Subkasus 1.1.Jika x= vdan y= ui, maka terdapat lintasan pelangiv, vi, ui. 

Subkasus 1.2.Misalkanx= uidany= ujdengan i<j. 

Subkasus 1.2.1 Jikad(x,y) = ,maka terdapat lintasan pelangiui, ui+1, uj. 

Subkasus 1.2.2Jika d(x,y) 3,maka terdapat lintasan pelangiui, ui+1, ui+2, uj. 

Subkasus 1.3.Misalkanx= vidany= vj,dengan i < j. 

Subkasus 1.3.1. Jika j–i  3, maka terdapat lintasan pelangivi, v, vj. 

Subkasus 1.3.2. Jika j–i  2, maka terdapat lintasan pelangivi, vi+1, vi+2. 

Subkasus 1.4.Misalkanx= vidany= uj. 

Subkasus 1.4.1. Jika |j–i|  1, maka terdapat lintasan pelangivi, ui, uj. 

Subkasus 1.4.2. Jika i–j  1, maka terdapat lintasan pelangivi, v, uj+1, uj. 

Subkasus 1.4.3. Jika j–i  1, maka terdapat lintasan pelangivi, v, vj, uj. 

Karena itu, c adalah suatu pewarnaan-3 pelangi pada Br4 dan Br5. Akibatnya, rc(Brn) untuk n 

= 4 atau n = 5. 
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Kasus 2. n  6 

Definisikan pewarnaan c : E(G)  {1, 2, 3, 4} sebagai berikut: 

c(uiui+1) = 1, untuk i  {1, 2, ..., n-1}; 

c(vivi+1) = c(uivi+1) = imod 2 + 3, untuk i  {1, 2, ..., n-1}; 

c(uivi) = ((i+1) mod 2) + 3, untuk i  {1, 2, ..., n-1}; 

c(vvj) = ((j+1) mod 2) + 1, untuk j  {1, 2, ..., n}. 

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa untuk setiap x danydiV(Brn) dengan d(x,y)  2, terdapat 

lintasan x-y yang merupakanlintasan pelangi. 

Subkasus 2.1.Jikax =vdan y =ui, maka terdapat lintasan pelangiv, vi, ui. 

Subkasus 2.2.Misalkanx= ui,y= uj, dengan i < j. 

Subkasus 2.2.1. Jika i dan j memiliki varitas yang sama, maka terdapat lintasan 

pelangi ui, vi, v, vj+1, uj. 

Subkasus 2.2.2. Jika i dan j memiliki varitas yang berbeda, maka terdapat 

lintasan pelangi ui, vi, v, vj, uj. 

Subkasus 2.3.Misalkanx= vi,y= vj, dengani<j. 

Subkasus 2.3.1. Jika i dan j memiliki varitas yang sama, maka terdapat lintasan 

pelangi vi, v, vj-1, vj. 

Subkasus 2.3.2. Jika i dan j memiliki varitas yang berbeda, maka terdapat 

lintasan pelangi vi, v, vj. 

Subkasus 2.4.Misalkanx= vidany= uj. 

Subkasus 2.4.1. Jika i dan j memiliki varitas yang sama, maka terdapat lintasan 

pelangi vi, v, vj+1, vj. 

Subkasus 2.4.2. Jika i dan j memiliki varitas yang berbeda, maka terdapat 

lintasan pelangi vi, v, vj, uj. 

Dari (1) dan definisi pewarnaan di atas, diperoleh rc(Brn) = 4 untuk n  6. □ 

 

Sebagai contoh pada Gambar 2 dan Gambar 3, disajikanberturut-turut suatu pewarnaan-3 

pelangi pada Br5 dan pewarnaan-4 pelangi pada Br9. 
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Gambar 2. Pewarnaan-3 pelangipada Br5 

 

 
Gambar 3. Pewarnaan-4 pelangipada Br9 

 

Teorema 2.2Misalkan bilangan bulat n  4, maka bilangan terhubung pelangi kuat pada graf 

berlian berorde 2n adalah 

 

src(Brn) =  

 

 

Bukti : 

Kasus 1. n = 4 atau n = 5 

Pewarnaan pada graf Brn seperti yang didefinisikan pada Teorema 2.1 Kasus 1 merupakan 

pewarnaan-3 pelangi kuat, karena setiap dua titik dari Brn memiliki lintasan pelangi 

kuat.Karena itu,src(Brn) = 3. 
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Kasus 2.  

Misalkan t = . Karena diam(Br6) = 4, src(Br6)  4. Selanjutnya, ditunjukkan bahwa 

src(Brn)  untuk n  7. Andaikansrc(Brn) -1, maka terdapat c* suatu pewarnaan-(t-1) 

pelangi kuat padaBrn. Tanpa mengurangi perumuman, misalkan c*(v1,v) = 1. Karena d(v1,vj) 

= 2 untuk  j  4, c*(v,v4) = 2 dan c*(v,v7) = 2. Karena satu-satunya lintasan dari v4 ke v7 

dengan panjang d(v4,v7) = 2 adalah v4, v, v7, diperoleh kontradiksi. Karena itu, src(Brn) . 

 

Akan ditunjukkan bahwa src(Brn) t.  

Definisikan pewarnaan c : E(G)  {1, 2, ..., t} sebagai berikut: 

c(vvi) = , untuk i  {1, 2, ..., n}; 

c(uiui+1) = ((i+1) mod4) +1, untuk i  {1, 2, ..., n-1}; 

c(vivi+1) = ((i+1)mod 2) + 3, untuk i  {1, 2, ..., n-1}; 

c(uivi) = ((i+1) mod 2) + 1, untuk i  {1, 2, ..., n-1}; 

c(uivi+1) = i mod 2 + 1, , untuk i  {1, 2, ..., n-1}. 

 

Selanjutnya, ditunjukkan bahwa untuk setiap x danydiV(Brn) dengan d(x,y)  2, terdapat 

lintasan x-y yang merupakan lintasan pelangi kuat. 

Subkasus 2.1.Jikax =vdan y =ui, maka terdapat lintasan pelangi kuatv, vi, ui. 

Subkasus 2.2.Misalkan x= uidan y= uj. 

Subkasus 2.2.1. Jikaj – i= 2, maka terdapat lintasan pelangi kuatui, ui+1, uj. 

Subkasus 2.2.2. Jika j – i= 3, maka terdapat lintasan pelangi kuatui, ui+1,ui+2, uj. 

Subkasus 2.3.2. Jikaj – i  4, maka terdapat lintasan pelangi kuatui, vi, v, vj, uj. 

Subkasus 2.3.Misalkan x= vi,y= vj, dan i<j. 

Subkasus 2.3.1. Jikaj – i= 2, maka terdapat lintasan pelangi kuatvi, vi+1,vj. 

Subkasus 2.3.2. Jikaj – i> 2, maka terdapat lintasan pelangi kuatvj, vj-1,vi. 

Subkasus 2.4.Misalkan x= vidan y= uj. 

Subkasus 2.4.1. Jikaj – i = 2, maka terdapat lintasan pelangi kuatvi,vi+1,ui. 

Subkasus 2.4.2. Jikai– j = 2, maka terdapat lintasan pelangi kuatvi,vi-1,ui. 

Subkasus 2.4.3. Jika|j – i|> 3, maka terdapat lintasan pelangi kuatvi, v, vj+1, uj. 
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Jadi, pewarnaan di atas merupakan suatu pewarnaan pelangi kuat. Karena itu,src(Brn) = t 

untukn  5. 

Sebagai contoh pada Gambar 4 dibuat suatu pewarnaan-5 pelangi kuat pada Br9. 

 

 
Gambar 4. Pewarnaan-5 pelangikuatpada Br9 

 

3. SIMPULAN 

 

Bilangan terhubung pelangiuntuk graf berlian Brnsama dengan diameter graf tersebut, dan 

bilangan terhubung pelangi kuatnya sama dengan bilangan terhubung pelanginya untukn {4, 

5, 6}dan bernilai  + 2 untuk n 7. 
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