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Abstrak

Pada naskah makalah ini dibahas pendekatan beda hingga pada persamaan difusi. Persamaan
differensial parsial dan masalah syarat awal dan syarat batas merupakan pokok bahasan terapan
matematika yang salah satunya diterapkan dalam bidang fisika, sebagai contoh yaitu persamaan
difusi dengan diikuti oleh syarat awal dan syarat batas. Persamaan difusi ini menggunakan
bilangan kompleks pada konstantanya yang biasa disebut dengan persamaan difusi kompleks.
%u(x,t)

ox2 '’
dengan Dy dan D, adalah real. Kondisi stabilitas pada persamaan difusi kompleks dimensi satu
akan diberikan. Stabilitas dari metode numeric adalah menjaga agar selisih antara hasil yang
diperoleh dari pendekatan beda hingga dengan solusi eksaknya tidak membesar dengan
bertambahnya waktu. Permasalahannya adalah mencari kondisi yang dapat menekan selisih
antara solusi yang diperoleh dari pendekatan beda hingga dengan solusi analitik agar tetap
berhingga pada saat waktu menuju tak hingga. Kondisi ini dapat ditentukan dengan memilih
selang waktu At secara tepat. Metode penelitian yang digunakan dalam makalah ini adalah studi
literatur. Untuk ilustrasi hasilnya, diberikan contoh numeric berdasarkan metode eksplisit pada
persamaan difusi kompleks dimensi satu.

Persamaan difusi dimensi satu berbentuk Z—lt‘(x, t)=D dengan koefisien D = Dy + iDy,

Kata Kunci: beda hingga kestabilan; persamaan difusi.

1. PENDAHULUAN

Proses difusi umum digunakan dalam bidang ilmu terapan. Metode
beda hingga merupakan suatu metode yang digunakan untuk menentukan
nilai turunan dari suatu fungsi pada titik tertentu, selanjutnya dapat diperoleh
solusi menggunakan metode ini. Salah satunya adalah untuk mendapatkan
solusi dari persamaan difusi diperoleh dari Humidan Miller (1992).
Kestabilan persamaan difusi dengan konstanta kompleks diperoleh dengan
memilih selang waktu At secara tepat agar selisih antara hasil yang diperoleh
dari pendekatan beda hingga dengan solusi eksaknya tidak membesar dengan
bertambahnya waktu yang diperoleh dari Crank(1975) dan Granvile (2005).
Makalah ini akan membahas penerapan metode beda hingga pada persamaan
difusi kompleks dimensi satu. Permasalahan yang akan dibahas pada makalah
ini adalah membentuk pendekatan beda hingga untuk persamaan difusi
kompleks mencari kondisi stabilitas padapendekatan beda hingga untuk
persamaan difusi kompleks seperti pada Aderito Ara’ujo, Sivia Barbeiro,
Pedro Serranho (2012). Tujuan dari pene-litian ini adalah mengetahui
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pendekatan beda hingga untuk persamaan difusi kompleks dan mengetahui
kondisi stabilitas pada pendekatan beda hingga untuk persamaan difusi
kompleks. Sedangkan manfaat yang dapat diperoleh dari penelitian ini adalah
memberikan pengetahuan tentang penggunaan pendekatan beda hingga untuk
persamaan difusi kompleks dan memberikan kondisi stabilitas pada
pendekatan beda hingga untuk persamaan difusi kompleks.

2. METODE PENELITIAN

Metode penelitian yang digunakan dalam makalah ini adalah studi
literatur. Penulis mempelajari konsep dasar persamaan difusi. Selain itu
penulis memperlajari konsep dasar kestabilan. Penulis juga aktif dengan
penulis paper yang menjadi acuan dalam penyelesaian makalah ini. Penulis
mempelajari konsep dasar skema beda hingga dengan menggunakan Deret
Taylor. Dalam makalah ini hanya digunakan syarat batas Neumann.
Penelitian selanjutnya adalah menentukan kondisi stabilitas pada persamaan
tersebut. Kemudian dibuat program untuk lebih menjelaskan hasil dari
kondisi stabilitas persamaan difusi kompleks.

3. HASIL PENELITIAN DAN PEMBAHASAN
a. Metode Beda HinggaPersamaanDifusiKompleksDimensiSatu

Berikut akan diberikan konstruksi metode beda hingga terhadap waktu
dan terhadap variabel x. Diberikan interval terbuka 2 c R, dengan syarat
batas I' = 60,2 = (a,b) dengan a,b € R. Diberikan Q = 02x(0,T], dengan
T >0, dan u:Q = 2x[0,T]. Digunakan proses difusi nonlinear dengan

koefisien
D = Dy +iD,
Dengan Dy dan D, adalah fungsi real. Asumsikan juga bahwa
Dr(x,t,u) = 0,(x,t) € Q. (1)

Didefinisikan syarat awal dan syarat batas dari fungsi u

ou 0d%*u

ot 9x?

x € (0,L),te(0,T],
u(x,0) = ug(x),x € 0,
ou
au(x,t)+ﬁa(x,t)=0,xel“,te[O,T], (2)

Dengan Z—Z dinotasikan sebagai turunan normal x ke I' n yang diperoleh dari

Suli (2000).
Konstruksi grid point padaQ = 2x[0,T], yang merupakan interval
tertutup berupa
0=t"<tl<--<tM1<tM=T,
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Dengan M > 1 dan t™*! —t™ = At™, m = 0,1, ..., M — 1. h didefinisikan
sebagai space grid dengan N > 2, At = max At™.

Diberikan titik-titik grid

x; = (a+jh), j=0,..,N dengan h = (b;]a). Titik-titik grid ini merupakan
konstruksi dari mesh yang berupa 2, = {x;|j = 0, ..., N}.

Definisikan mesh pada Q = 2x[0,T] dinotasikan sebagai Q4 yang
merupakan konstruksi dari space grid 2, dan grid dengan domain waktu.
Diambil 25° = Q4" N Q dan I;* = Qp* N I'x[0, T]. Dinotasikan V™ nilai dari
fungsi mesh V, didefinisikan pada Qp* di titik (x;, t™).

Didefinisikan pendekatan beda hingga maju dan mundur, terhadap waktu
berturut-turut

diperoleh

Ujm+1 — jm +( s—pym+0
A = D& (6 U™)
x € (0,L),t e (0,T],
U = up(x;),
alU™ + g (BFUM+6;U) =0,
x€Tl,tel0,T], (3)
Dengan U;™ merupakan pendekatan dari u(x]-,tm). Untuk memudahkan,
didefinisikan
umt? = oumtt + (1 - 60U,
0€[0,1]. Jika® = 0, maka metode bedahingga Persamaan (3) merupakan
Metode Eksplisit, jika 8 = 1, maka Metode beda hingga Persamaan (3)
merupakan metode Implisit, jika 8 = % maka metode beda hingga Persamaan
(3) merupakan Metode Crank-Nicolson yang terdapat pada Suli(2000).

b. Kestabilan Persamaan Difusi Kompleks Dimensi Satu
Teorema. Jika 6 € El] maka kondisi pada Persamaan (3) stabil tanpa

syarat. Jika 6 € [0%[ maka kondisi pada Persamaan (3) stabil, dengan
h2
2(1 - 208) max Ll
Dr
m=1.,M—-1 (%)
Danter dapat ¢ yang berlaku

At™ <
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0< &< Dy Vj,m. (*x)

Bukti.

Persamaan dipisah berdasarkan bagian real dan bagian imajinernya (Ug, U;),
dengan U = (U, ..., Uy). Akan dibuktikan kestabilan dengan pendekatan
bedahingga, U™ ~ u(x;,t™), j=0,..,N, m =0,...,M. Kemudian UR: merupakan
bagian real dari Ujm dan U}? merupakan bagian imajiner dari Ujm. Demikian pula Dy

merupakan bagian real dari D dan D; merupakan bagian imajiner dari D. Diperoleh
Ufm_ U]m +(c—ym
g = Doz (6:UM),
Dapat dibentuk menjadi
Uttt + ittt — (Ut + U
R 2 Atm( M U2 = (Dg + D)5 (65 (UE+e +IU{}1+9)).

Pemisahan berdasarkan bagian real dan bagian imajinernya:
Ugtt - up
J ) - _
o = Dedi (8 UR?) — D (65 U °),
UITY'l+1 _qym
j

U™
U = D6 (65 UR®) + DRt (85 1U),
4

Upj = ug;(x), Ufy = up; (),
SHUM + 87UM =0,
STUM +87UM, =0,
SHUM 4+ 87UM =0,
STUM +8;UM, = 0.

Ar™

(5)

Didefinisikan inner product
N-1
h - h
j=1
dan

N
WV = ) hUT, ™)
Dengglldidefinisikan norm
Ul = (U, ), dan
10l = (W, 0),2 (®)
Kalikan kedua persamaan (4) dengan UZ**® dan U™ berturut-turut,

menggunakan sifat hasil kali dalam (.,.), yang diperoleh dari Anton(1995), dan
menjumlahkan tiap bagian sehingga diperoleh

Ugt - Ug' 6 6
A 8+ (Dréx UR*?) = —61(D, 57 U™?).
Kalikan dengan UZ**9, sehingga diperoleh
ugtt - ug 1 2 _ _
<—, 70 )+ || @ scupe|| = (DS U, 6z up),.
h

Ag™
)
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Selanjutnya pada bagian imajinernya kalikan dengan U™*®, sehingga
diperoleh

Ulm+1 - ur m+6 1/, o rym+6 z —ym+6 s—jym+6
At—m’ I + ||(DR) 26, Uj ”h* = (D15x U™, 65 Up )h*-
h
(10)
Dari penjumlahan persamaan (9) dan (10) diperoleh
Ulren-'-l — U m+6 U1m+1 -ur m+6 1/25— meo||? _
— U ) (S Ul +||r) V2570 |h*_0.
h h
(11)
Dibentuk persamaan
1 Um+1 _ Um Um+1 + Um
Umto = At™ (9 — —) + : 12
_ 2)  Atm 2 (12)
Dari persamaan (11) dan (12) diperoleh
Um+1 _ Um 1 Um+1 _ Um Um+1 + Um
R R,At"‘(@——) R R R R 4
At™ 2 At™ 2 h
Um+1 _ Um 1 Um+1 _ Um Um+1 + Um
1 I,At"‘(@——) I r 1 n
At™ 2 At™ 2 h
2
@) 2szum=e|| =o.
Selanjutnya penjabaran pada ruas Kiri,
Um+1 _ Um 1 Um+1 _ Um Um+1 + Um
UV e (o-2)
( Atm 2) am " 2 )h *
1 Um+1 —ym 2 Um+1 2 _ ygm 2
~sem(o-1) lU™ 12 — lu™iR
2 At™ h 2At™
Dari persamaan (11) diperoleh
2
Ao (9 1) gt —ug|® IRt — NURMIR
2 At™ h 2At™
2
g (9 1) urtt—up|® o, - g
2 At™ n 2At™
2
+ ||(DR)1/26;U’”+9| =0
(13)
1 1
Untuk kasus 8 € [E' 1],9 -3 <0,
diperoleh
2
|UR],, — IURMIR
) 2At™ -
= |lug*tl, < WURIE. m=0,..,M - 1.
dan
2
o)) = oz
2At™ -
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s op+|2 < IupE. m=0,..,M - 1.

(14)
Selanjutnya,
Um+1 _ Um Um+1 UR U]Tn+1 _ UITn 2
S LTI as)
aem ||, |[aem T aem H .

Dari Persamaan (4) diubah dalam bentuk Metode Eksplisit dan dengan
menggunakan definisi norm, menggunakan syarat batas dan sifat (a — b)? < 2a? +
2b2, diperoleh
Um+1 U}T?n )

o (D67

.+ ||Di6x

h
Z Do U0 D87 UM,

(16)
Dari Persamaan (4) diperoleh
Um+1 U[Tn 2

4
|| <UD U

.+ ||Dr6x

")+

h

8
EZD@ Upte 57U m+9.

Jj+1

(17)
Dari Persamaan (14), (16) dan (17) diperoleh
Um+1 Um
At™
Selanjutnya
2 2
[k (e 177 A (17 e A
2At™ 2At™
1 Um+1 _ Um 2
= aem (5-0) |5 —
2 ‘ Ao ||
Dengan asumsi (), diperoleh persamaan
”U;TenH” NUR I
<0
ZAtTZ"
o |up, < iz,
m=0,.,.M—-1

H < max—||(DR)1/26 Um+9||h . (18)

+ ||y ez ume|

h*

)

dan

||U1m+1|| WU I
<0
2At;”
o |um < luri.
m=0,.., M—-1.
Diperoleh pada kasus 6 € [0%[ Persamaan (4) stabil dengan syarat (*).
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c. llustrasi Hasil Metode Beda Hingga Persamaan Difusi Kompleks Dimensi Satu

Diberikan bentuk metode beda hingga pada persamaan difusi komplek
sdimensi satu:
ym+l —gm
] o L= D57 (6:U0),x € (0,1),t € (0, T, U = uo(x;),
aU™ +§(8,‘{U}” +6;U") =0,xeTl,tel0,T]

Selanjutnya pada contoh persamaan difusi kompleks dimensi satu ini yang
terdapat pada Aderito Ara’ujo, Sivia Barbeiro, Pedro Serranho (2012),
diberikan h = 1, dan syarat awal

U(x,0) =255, 10<x<15

U(x,0) =155, 15<x <20

dan30 < x < 45

255(30 —x) 12

5
= — <x< .
U(x,0) T+t 7p (x—20),20 < x <30

Proses numeric menggunakan bantuan program Matlab. Pertama
menggunakan variasi At, vyaitu At = 0.1,At =0.125,At = 0.25,T = 2,dan
koefisien difusi d = 1 + i, didapat-kan output seperti pada Gambar 1. Pada Gambar
1, ilustrasi meng-gunakan 3 step dengan permukaan grafik yang kasar. Berdasarkan
Teorema 3.1, metode beda hingga stabil dengan syarat At < 0.25. Selanjutnya pada
At = 0.1,At = 0.125,At = 0.25 metode stabil.

2450

ul

— — dt=0.125
200 —-— =025 ||
dt=0.1

150

u(x t)

100

50

0

0 10 20 30 40 50

Gambar 1. At = 0.1,At = 0.125,At = 0.25,T = 2

Kedua menggunakan At = 0.1, At = 0.125,At = 0.25, T = 10, dan koefisien
difusi d = 1 + i didapatkan output seperti pada Gambar 2. Pada Gambar 2, ilustrasi
menggunakan 3 step. Berdasarkan Teorema 3.1, metode beda hingga stabil dengan
syarat At < 0.25. Selanjutnya pada At = 0.1, At = 0.125,At = 0.25, metode stabil
dan permukaan lebih halus.
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Gambar 2. At = 0.1, At = 0.125,At = 0.25,T = 10
Ketiga menggunakan At = 0.1, At = 0.125,At = 0.25, T = 50 dan koefisien
difusi d = 1 + i didapatkan output seperti pada Gambar 3. Pada Gambar 3, ilustrasi
menggunakan 3 step. Berdasarkan Teorema 3.1, metode beda hingga stabil dengan
syarat At < 0.1. Telihat pada grafik menjadi lebih halus dari ketika T = 50.

250

200

150

ux 1)

100

50

0

ul
— —dt=0.125
—-—dt=0.25 A
dt=0.1

] 10 20 30 40 50

Gambar 3. At = 0.1,At = 0.125,At = 0.25, T =50

Selanjutnya T = 1500 seperti pada Gambar 4 telihat pada grafik menjadi
garis lurus, yang sesuai dengan syarat Neumann.

250

200 -

180

uix )

100+

a0r

0

ud
— —dt=0.125
—-—dt=025 R
dt=0.1

0 10 20 30 40 50

Gambar 4. At = 0.1, At = 0.125,At = 0.25, T = 1500

Selanjutnya

menggunakan
koefisien difusi d =1 + i di-dapatkan output seperti pada Gambar 5.

At = 0.125,At = 0.25,At = 0.5,T = 2,dan

Pada
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Gambar5, ilustrasi menggunakan 3 step. Berdasarkan Teorema 3.1, metode beda
hingga stabil dengan syarat At < 0.25. Selanjutnya pada At = 0.5 > 0.25, metode
tidak stabil terlihat dari permukaan yang kasar.

600

ul
— —dt=0.125

400

200

uix t)

0t

-200

-400

Gambar 5. Axt = 0.125,
At =0.25,At=05,T =2

4. SIMPULAN
a. Diberikan interval terbuka2 c R dengan syarat batas I' = 612,
0N =(ab)
dengana, b € R. Diberikan Q = 2x(0,T], dengan T >0, dan u:Q = 2x[0,T].
Digunakan proses difusi nonlinear dengan koefisien D = Dy + iD;, dengan Dy dan
D;adalah fungsi real. Asumsikan juga bahwa
Dg = 0.
Diberikan MSAB darifungsiu
ou 0%u(x,t)
E(x,t) = DT,(x,t) €Q,DER
u(x,0) = uy(x),x € 0,

0
Lau(x,t) +ﬁ£(x,t) =0,x€eTrl,te0,T],

Dengan Z—z dinotasikan sebagai turunan normal x ke I.
Bentuk metode beda hingga dari MSAB di atas adalah

ymtli _gm
J o - 6
U = uo(x;)
al™ + g (UM +6;UMv =0
Dengan U™ merupakan pendekatan dari u(x;, t™).
b. Diberikan kondisi stabilitas pada MSAB diatas yaitu sebagai berikut:

Jika 6 € E 1] maka kondisi pada metode beda hingga di atas stabil tanpa syarat.
Jika 0 € [0,%[,maka kondisi pada metode beda hingga di atas stabil dengan
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hZ
At™ < o m=1.,M~1
2(1 - 29)maxD—
R

Dan terdapat ¢ yang berlaku

0<E<Dg vj, m.
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