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Abstrak

Pernyataan biimplikasi f: [a,b] = R terintegral Riemann pada [a, b] ditulis f € R[a, b]
jika dan hanya jika terdapat barisan fungsi tangga < ¢, > dan < ¢, > pada [a, b]
sehingga ¢, < f < ¢, untuk semua n dan lim f:(qJn — ¢,) — 0 dapat diangkat sebagai

definisi deskriptif integral Riemann. Dari pernyataan tersebut dibahas sifat-sifat integral
terkait dan diperoleh hasil antara lain (i) R[a, b] merupakan ruang linear dan (ii) setiap
fungsi tangga, fungsi kontinu dan fungsi monoton adalah terintegral Riemann.

Kata Kunci: fungsi tangga, integral Riemann, limit barisan fungsi.

1. PENDAHULUAN

Bartle (1994) mendeskripsikan integral Riemann dengan konsep
berikut, fungsi terbatas f: [a, b] —» R dikatakan terintegral Riemann pada [a, b]
ditulis dengan f € R[a, b] jika dan hanya jika 1=J atau nilai integral bawah
Riemann sama dengan nilai integral atas Riemann fungsi f pada R[a,b].
Dengan diperkenalkan konsep tersebut diperoleh beberapa sifat terkait
sebagaimana pada pembahasan teori integral pada umumnya, seperti Gordon
(1994) dalam pembahasan sifat-sifat dasar dari integral dekriptif Lebesgue,
integral  konstruktif McShane maupun integral konstruktif Henstock.
Demikian juga pembahasan integral Henstock oleh Lee Peng Yee (1989).
Berdasarkan pada integral McShane tersebut, Jae Myung Park et al. (2010)
juga berhasil mengkonstruksi integral M, fungsi bernilai real f:[a,b]—> R
dengan membahas sifat-sifat integral terkait. Hal ini dilanjutkan oleh Muslich
(2012) dengan pembahasan sifat-sifat integral konstruktif M, fungsi di ruang
berdimensi—n atau R™. Penelitian teori integral berjalan terus seperti halnya
Lee Peng Yee dan Rudolf Vyborne (2000) dalam tulisannya memberikan
suatu problema (open problem) tentang konsep integral Riemann dengan
versi beda yaitu bahwa fungsi f:[a,b] - R terintegral Riemann pada [a, b]
jika dan hanya jika terdapat barisan fungsi tangga < ¢,, > dan < ¢,, > pada
[a,b]  sehingga ¢, < f < ¢, untuk semua n = 1,2,3,... dan berlaku

lim f:((pn—q_’)n)—)(). Dari problema tersebut penulis berkeinginan
n—oo

membuktikan pernyataan biimplikasi Lee Peng Yee dan Rudolf Vyborne
(2000) dan selanjutnya mengkaji sifat-sifat integral Riemann terkait.
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2. METODE PENELITIAN
Diberikan fungsi terbatas f:[a,b] =R dan partisi P, ={a=
Xg, X1, X3, ..., Xn, = b} € m[a, b]. Didefinisikan

= inf{f (x): x € [x;_1, x;]} dan M; = sup{f (x): x € [x;_1, x;]|}
Untuk setiap n = 1,2,3, ... dikontruksikan fungsi tangga
n

Bu) = Z MiKpe_yeg () £ By € ], b)

<Pn(x)—zml(xl ] (X): By € [a, b]

dengan K, , ,1(x) adalah fungsn karakteristik pada [a, b] yang bersesuaian
dengan partisi B, = {a = xy, X1, X3, ..., X, = b} € m[a, b] dan notasi

I = sup{Yl, m;(x; — x;_1): B, € n[a, b] Y=sup(f i < f3 = [, f

= inf{Z], M;(xi — Xi-1): Py € (@, b] }=inf([ @i 0 = £} = [} f
berturut-turut disebut integral bawah Riemann dan integral atas Riemann
fungsi f pada R[a,b]. Untuk keperluan pembahasan terdapat beberapa
rujukan pernyataan antara lain oleh Bartle (1994) dalam bentuk teorema
maupun definisi berikut.

Teorema 2.1 Jika f:[a, b] - R kontinu pada [a, b] maka untuk setiap € > 0
terdapat fungsi tangga ¢ pada [a, b] sehingga |f (x) — o(x)| < &.

Definisi 2.2. Diberikan fungsi terbatas f:[a, b] —>Riungsi f terintegral
Riemann pada [a, b] ditulis f € R[a, b] jikal = fabf:f;f =]J.

Konsep fungsi tangga dan Definisi 2.2 digunakan untuk membuktikan
kebenaran pernyataan biimplikasi Lee Peng Yee dan Rudolf Vyrborne (2000),
sedangkan Teorema 2.1 digunakan untuk menunjukkan setiap fungsi kontinu
adalah terintegral Riemann. Selanjutnya dengan terbuktinya kebenaran
pernyataan biimplikasi yang menyatakan fungsi f:[a,b] » R terintegral
Riemann pada [a,b] jika dan hanya jika terdapat barisan fungsi tangga <
¢, > dan < @, > pada [a,b] sehingga ¢, < f < ¢, untuk semua n =

1,2,3, ... dan berlaku lim f:((pn — ¢,) = 0 dalam matematika analisis dapat
n—-oo

diangkat menjadi sebuah definisi. Langkah berikutmya adalah mengkaji
beberapa sifat terkait hubungannya dengan keintegralan Riemann berdasarkan
pada pernyataan biimplikasi Lee Peng Yee dan Rudolf Vyrborne (2000)
tersebut yang tertulis dalam Teorema 3.1.

3. HASIL PENELITIAN DAN PEMBAHASAN

Teorema 3.1 berikut merupakan pernyataan biimplikasi dari Lee Peng
Yee dan Rudolf Vyrborne (2000) yang merupakan problema yang akan
dibuktikan kebenarannya. Pernyataan biimplikasi tersebut berhubungan
dengan masalah keintegral Riemann maka biimplikasi itu dapat diangkat
sebagai definisi deskriptif untuk integral Riemann.
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Teorema 3.1. Diberikan fungsi terbatas f:[a,b] - R. Fungsi f terintegral
Riemann pada [a, b] ditulis f € R[a, b] jika dan hanya jika terdapat barisan
barisan fungsi tangga < ¢,, > dan < ¢, > pada [a,b] sehingga ¢, < f <

¢, untuk semua n dan lim f:(q)n - ¢,) - 0.
n—-oo
Bukti: 1. Syarat perlu. Diketahui f € R[a,b] menurut Definisi 2.2 maka

berlaku I = f:f:f:f = J, dengan

I'= [, f = sup(Elymi(xi = xi-1): P € mla, b] }

J = [, f = inf(¥y M;(x; = x;_1): Py € w[a, b] }
Untuk setiap n = 1,2,3, ... didefinisikan fungsi tangga
bn(x) = Xizq MKy, x;) (x) sesuai B, € m[a, b]
Pn(x) = Xy MiK[x,_, x,(x) sesuai P, € m[a, b]

dimana K[, , »,j(x) adalah fungsi karakteristik pada [a,b] yang bersesuaian
dengan P, € m[a,b]. Karena untuk setiap x € [x;_q,x;] berlaku m; <
f(x)<M;, 1<i<n maka ¢, < f < ¢, untuk semua n = 1,2,3,... dan
berlaku
lim [7(@n = n) = lim [ 21, (M; = m9) Kie,_, 2 (X)dx

= in f{Xi M;(x; — x;_1): B, € m[a, b]}

—sup{Xicimi(x; — x;_1): B, € m[a, b] }

=ﬂ{f§0n:(pn Zf}_sup{f¢n:¢n Sf}

=, f=1,n-o
2. Syarat cukup. Dari hipotesis terdapat barisan fungsi tangga < ¢,, > dan <
@, > pada [a,b] sehingga ¢, < f < ¢, untuk semua n =1,2,3,... dan
lim [7(pn = ) = 0.
Misalkan fungsi tangga ¢,, dan ¢, pada [a, b] berturut-turut adalah

dn(x) = iz CiKlx,_, x;(x) sesuai B, € [a, b] dan c; konstan,
@n(x) = Xiz1 CiKlx,_, x(x) sesuai P, € m[a, b] dan C; konstan.

Karena ¢, < f <@, maka ¢, < f <C, untuk semuan = 1,2,3, ... dan berlaku
lim [7(@n = ¢n) = lim [ T1(Ci = €0) Ky 0 (¥)x

n

b b
= limf ZCi Kix, , x(x)dx — lirnf Zci Kix, , x1(x)dx

i=1

= inf[Z Ci(x; — x;_1): B, € m[a, b]} — sup [Z ¢i(x; — x;_1): B, € m[a, b] } -0

i=1 i=1
n

inf{z Ci(x; — x;_1): P, € m[a, b]] = sup !Z c;(x; —x;_1): B, € m[a, b] }

i=1

inf{f On: P Zf} = supl{zlf bn: Pn Sf}
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b b
[r=]7r
a a
Berakibat J = I, menurut Definsi 2.2 maka f € R[a, b]. Dengan demikian
teorema terbukti. o

Teorema 3.2 R[a, b] merupakan ruang linear yaitu jika f,g € R[a,b] dan
a, B € Rmaka af + Bg € R[a,b] dan berlakuf:(af + Bg) =
b b
af f+B] g
Bukti: Karena f dan g terintegral Riemann pada [a, b] maka terdapat barisan
fungsi tangga < ¢,, > dan < ¢,, > pada [a, b] sedemikian hingga ¢, < f <
¢prdan berlaku lim f:((pn — ¢,) — 0, dan barisan fungsi tangga tangga <
n—->oo
¢n > dan < @, > pada [a,b] sedemikian hingga ¢; < g < ¢, dan berlaku
lim f:( @, — ¢2) = 0. Diperoleh
n—->oo
. b . . b

rlll_l)go fa (apn + Beon) — (app + Bop) = 7111_r>r<>10fa (on — Pn)

: b * *

+mafa( On—¢n) =0

n—wo

Menurut Teorema 3.1 maka af + fg € R[a,b] dan berlaku
b b
[ @f +89)=tim | Cagn+ o0
a a
. b . b ., b b
=alim [ o+ lim [ on=af f+B[ g
b .
= asup {fa ¢n: ¢, fungsi tangga, ¢p,, < f}
b * * : *
+ BB sup {fa ¢r: ¢y, fungsi tangga, ¢ < g}
b b
=afl f+B[ g

Dengan demikian teorema terbukti. o

Teorema 3.3 Jika f: [a, b] = R fungsi tangga makaf € R[a, b].

Bukti: Untuk setiap n = 1,2,3,... didefinisikan fungsi tangga ¢, = ¢,, = f

maka berlaku ¢, < f < ¢,, dan berakibat lim f:((pn — ¢,) = 0. Menurut
n—->oo

Teorema 3.1 maka f € R[a, b]. Dengan demikian teorema terbukti.o

Teorema 3.4 Jika f: [a, b] - R kontinu maka f € R|a, b].

Bukti: Karena f kontinu pada [a, b] maka menurut Teorema 2.1 untuk setiap
bilangan n = 1,2,3, ... terdapat fungsi tangga s,, pada [a,b] sehingga berlaku

If (x) = sp(x)] < % dan berakibat s, (x) — % < f(x) < s,(x) + %
Untuk setiap n = 1,2,3, ... didefinisikan fungsi tangga ¢, (x) = s, (x) _% dan
Pn(x) = sp(x) + %jelas bahwa ¢, < f < ¢,, dan berlaku

E&ﬁWM‘@J=ﬂgﬁK%+&}@n—§)
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=lim [*2dx = lim 2 (b — a) - 0.
n-oow an n-ooon
Menurut Teorema 3.1 maka f € R|a, b]. Jadi teorema terbukti. o
Teorema 3.5 Diberikan fungsi f:[a, b] = R. Jika f monoton pada [a,b] maka
f € Rla, b].
Bukti: Dibuktikan untuk f fungsi monoton naik, sedangkan untuk f monoton
turun dibuktikan secara analog. Untuk setiap n = 1,2,3,... didefinisikan

partisi P, = {a = xo, X1, %y, ..., X, = b} dengan x; — x;_, = b%a. Diambil
= f(x;_1) dan M f(x;) dan dldef|n|5|kan fungsi tangga

(ibn(x)—zml(xl x4 1) _Ef(xl 1)le 1xl](x)

(Pn(X) = 21 1M K[xl 1xl](x) 1f(xl) le 1%i] (x)
Jelas bahwa ¢, < f < ¢,, dan berlaku
lim [7(@n = bn) = Him Ty (M; — m) (2 = %i1)
= lim XL, (f () — f(xi- D) =2

= nglT(f(b) ~f(@) ~ 0.

Menurut Teorema 3.1 maka f € R[a, b] Jadi teorema terbukti. o

Teorema 3.6 Diberikan fungsi f,g:[a,b] > R Jika f dan g terintegral
Riemann pada [a, b] dengan f < g maka f:f Sf:g.
Bukti: Karena f dan g terintegral Riemann pada [a, b] maka terdapat barisan
fungsi tangga < ¢,, > dan < ¢,, > pada [a, b] sedemikian hingga ¢,, < f <
¢, dan barisan fungsi tangga < ¢, > dan < ¢;; > pada [a,b] sedemikian
hingga ¢, < g < ¢5. Jadi

b

b
sup {J ¢n: ¢, fungsi tangga, ¢,, < f} < sup {j qﬁ:l d):z fungsi tangga, (l):l < g}
berakibat f: f< f: g. Berdasarkan asumsi f dan g terintegral Riemann pada

b, b b b ) b b
[a,b] maka ['f = [ fdan [ g=[ g.Berakibat [ f <[ g. Dengan
demikian teorema terbukti. o

Teorema 3.7 Diberikan fungsi f:[a, b] = R terbatas dan c € (a, b). Fungsi f
terintegral Riemann pada [a, b] jika dan hanya jika f terintegral Riemann

pada [a, c] dan [c, b] dan berlaku f;f = f+ fcbf .
Bukti: (1) Syarat perlu. Karena f terintegral Riemann pada [a,b] maka
terdapat barisan fungsi tangga < ¢, > dan < ¢, > pada [a,b] sedemikian

hingga ¢,, < f < ¢,, dan berlaku lim f;(gon — ¢,) — 0. Jelas bahwa ¢,, <
n—>0o

f <@, pada [ac] dan berlaku lim [ (@, — ¢n) = 0dan ¢, < f < ¢,
n—>0o
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pada [c,b] dan berlaku lim fcb((pn — ¢,) — 0. Dengan demikian fungsi f
n—->oo

terintegral Riemann pada [a, c] dan [c, b] dan berlaku

b b .
fa f =sup {fa $n: ¢n fungsi tangga, ¢, < f }
= sup{[,, ¢n: n fungsi tangga, ¢y < f}
b
+ sup {f ¢n: ¢, fungsi tangga, ¢, < f}

C

b
= f+If
(2) Syarat cukup. Menurut hipotesa f terintegral Riemann pada [a, c]dan [c, b]
maka terdapat barisan fungsi tangga < ¢;, > dan < ¢4, > pada [a,c]

sedemikian hingga ¢, < f < @1, dan berlaku lim [°( @1, — $1,) — 0 dan
n—-oo
terdapat barisan fungsi tangga < ¢, > dan < ¢@,, > pada |[c,b]
sedemikian hingga ¢,, < f < ¢,, dan berlaku lim fcb(goZn — ) — 0.
n-—->oo
Didefinisikan barisan fungsi tangga < ¢,, > dan < ¢,, > pada [a, b] dengan
X), Xxe€]lac X), XE€]lac
¢n(X) — {(pln( ) [ )dan (,Dn(X) — {‘pZn( ) [ )

¢2n(x): X € [Cr b] ¢2n(x) , XE [C' b]
maka ¢, < f < ¢,, pada [a,b] dan berlaku

b c b
im [ =90 = Im [ (@un =92+ 1im [ (02n = 92n) > 0
a a c
Menurut Teorema 3.1 maka f € R[a, b] dan berlaku

c b ¢
ff+ff=5w{f%ﬁ¢mm%ﬂm%@@m5f}

b .
+ sup {fc P2n: P2n fungsi tangga, ¢op, < f}

= sup {f: $n: Pp, fungsi tangga, ¢, < f}=f: f.

Jadi teorema terbukti. o

Integral Riemann telah dikenal sebagai integral tipe konstruktif. Namun
pada tulisan ini semua pembahasan integral Riemann didekati melalui barisan
fungsi tangga. Tepatnya pembahasan integral Riemann melalui kebenaran
biimplikasi yang menyatakan bahwa fungsi f terintegral Riemann pada [a, b]
jika dan hanya jika terdapat barisan fungsi tangga < ¢,, > dan < ¢,, > pada
[a, b] sehingga ¢, < f < ¢, untuk semua n dan 7111&10 f:(qon — ¢,) — 0 bisa

dijadikan sebuah definisi deskriptif untuk integral Riemann. Hal demikian
menambah cara pandang dalam pembahasan integral Riemann dengan
pendekatan model baru secara deskriptif.

4. SIMPULAN
Pernyataan biimplikasi bahwa fungsi f terintegral Riemann pada [a, b]

jika dan hanya jika terdapat barisan fungsi tangga < ¢,, > dan < ¢,, > pada
[a, b] sehingga ¢,, < f < ¢, untuk semua n dan 1113)10 f;(tpn — ¢,) — 0 dapat

diangkat sebagai definisi deskriptif integral Riemann. Berdasarkan
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pembahasan diperoleh hasil tentang sifat-sifat integral terkait antara lain (i)
R[a, b] merupakan ruang linear dan (ii) setiap fungsi tangga, fungsi kontinu
dan fungsi monoton adalah terintegral Riemann.
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