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Abstrak

Tujuan dari penulisan artikel ini adalah 1) Untuk mengetahui bentuk umum
perkongruenan polinomial modulo m. 2) Untuk mendeskripsikan langkah-langkah penyelesaian
perkongruenan polinomial modulo m dengan Hensel’s Lemma. Dalam artikel ini dapat
disimpulkan sebagai berikut. 1) Pengkongruenan polinomial modulo m adalah suatu
perkongruenan derajat tinggi modulo m dengan derajat tertingginya n. Bentuk umum dari
perkongruenan polinomial modulo m adalah sebagai berikut: a,x™ + a,_;x™ ! + a,_,x"2 +
4+ a;x + a, =0 (mod m). Dengan a, # 0 (modm), n>1 dan n bilangan bulat. 2)
Penyelesaian Pengkongruenan polinomial modulo m menggunakan Hensel’s Lemma. Syarat suatu
Pengkongruenan polinomial modulo m dapt diselesaikan menggunakan Hensel’s Lemma; a) p
adalah bilangan prima. b) f(x) adalah fungsi yang terdifferensialkan. Langkah-langkah
penyelesaian f(x) = 0 (mod m): i) Perhatikan bahwa m = p*, kemudian menentukan
penyelesaian f(x) = 0 (mod p). ii) Menentukan turunan pertama untuk f(m,). iii) Menentukan
invers untuk f'(m;) =r (mod p). iv) Menentukan penyelesaian untuk x = m; (mod p). V)
Mengulangi langkah ke iv) untuk m,, ms, ..., m,,.

Kata kunci: Perkongruenan, Polinomial, Modulo m.

1. PENDAHULUAN
a. LATAR BELAKANG

Kongruensi adalah cara lain untuk mengkaji keterbagian dalam bilangan
bulat. Relasi dengan tanda " = " disebut relasi kongruensi. Selain kongruensi,
dalam perkuliahan teori bilangan dipelajari juga tentang perkongruenan
modulo m. Perkongruenan modulo m adalah kalimat terbuka yang
menggunakan relasi kongruensi modulo m.

Perkongruenan modulo m terdiri dari perkongruenan linear modulo m
dan perkongruenan polinomial modulo m. Perkongruenan linear modulo m
adalah kalimat terbuka yang melibatkan relasi kongruensi modulo m dan
variabel dari perkongruenan tersebut paling tinggi berpangkat 1. Sedangkan
perkongruenan polinomial modulo m adalah suatu polinom yang melibatkan
relasi kongruensi modulo m. Perkongruenan polinomial modulo m yang
dipelajari dalam perkuliahan hanya perkongruenan derajat dua modulo m.
Perkongruenan derajat dua modulo m adalah kalimat terbuka yang
menggunakan relasi kongruensi modulo m dan variabel dari perkongruenan
tersebut paling tinggi berpangkat 2.

Sifat-sifat yang berlaku dalam relasi kongruensi juga berlaku dalam
perkongruenan modulo m. Perkongruenan modulo m mempunyai beberapa
sifat yang sama dengan persamaan dalam Aljabar. Masalah utama persamaan
dalam Aljabar adalah menentukan akar-akar suatu persamaan yang
dinyatakan dalam bentuk f(x) = 0 dengan f(x) adalah polinomial.
Demikian pula halnya dengan perkongruenan polinomial modulo m,
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permasalahannya adalah menentukan bilangan bulat x sehingga memenubhi
f(x)= 0 (mod m).

Penyelesaian permasalahan pada perkongruenan polinomial modulo m
yang dipelajari dalam perkuliahan adalah penyelesaian dari perkongruenan
derajat dua modulo m. Oleh karena itu, penulis tertarik untuk mempelajari
lebih jauh perkongruenan polinomial modulo m khususnya tentang bentuk
umum dan penyelesaian dari perkongruenan derajat tiga modulo m.
Perkongruenan derajat tiga modulo m adalah kalimat terbuka yang
menggunakan relasi kongruensi modulo m dan variabel dari perkongruenan
tersebut paling tinggi berpangkat 3. Penyelesaian perkongruenan derajat tiga
modulo m dengan cara biasa terlalu panjang dan rumit. Oleh karena itu,
penulis ingin membahas penyelesain lain yaitu penyelesain dengan Hensel’s
Lemma.

Untuk lebih memberikan gambaran bagaimana perbedaan penyelesaian
tersebut pada artikel ini akan dibahas penyelesaian dari perkongruenan
derajat tiga modulo m dengan cara biasa dan dengan Hensel’s Lemma.
Tujuan dari penulisan makalah ini adalah 1) Untuk mengetahui bentuk umum
perkongruenan polinomial modulo m. 2) Untuk mendeskripsikan langkah-
langkah penyelesaian perkongruenan polinomial modulo m dengan Hensel’s
Lemma.

b. KAJIAN TEORI
1) Kekongruenan Modulo m

Definisi

Bila dua bilangan bulat a dan b dibagi dengan bilangan bulat
positif (bilangan asli) m dan mempunyai sisa sama maka dikatakan
bahwa a kongruen dengan b modulo m, dan ditulis a = b(mod m).
Demikian juga bila b kongruen dengan a modulo m dapat ditulis: b =
a(mod m)

a = b(mod m)
a—-b=kmem|la-—»,
dengan k adalah bilangan bulat.
Sehingga (b—a) = (—khmem|b—a
Jadi, bila a = b(mod m), maka juga berlaku b = a(mod m).
(Purwoto, 2000: 89)

2) Polinomial
Polinomial adalah suku banyak berderajat n, dengan n bilangan
cacah.
Bentuk  umum: @, X"+ ap_ X" + ap_px™ 2 + o+ apx® +
a;x + ag.
a, #0,a,,a,_1, ...,03,a; dinamakan koefisien, x™ x"1,x"72, ..., x?,x
dinamakan variabel berpangkat, n,n—1,n—2,..,2,1 dinamakan
pangkat dan a, dinamakan suku tetap.
Dengan a,, a,_1, ..., ay, a; adalah bilangan bulat.
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3)

4)

5)

Untuk memudahkan cara menyebutnya polinomial dinyatakan dengan
f(x).
fO) =a x"+ a1 x"" 1+ a, X" E 4+ apx® + agx + ag
(Pargiyo, 2002:45)

Perkongruenan Linear Modulo m
Perkongruenan adalah kalimat terbuka yang menggunakan relasi
kongruensi. Suatu perkongruean ax™ = b (mod m), dengan n =1
disebut perkongruenan linear.
Bentuk umum:
ax = b(mod m), dengan a # 0.
Telah diketahui bahwa ax = b(mod m) berarti ax — b =
k.m atau ax = b + k.m, maka perkongruenan linear ax = b(mod m)
akan mempunyai solusi (penyelesaian) bila dan hanya bila ada bilangan-
bilangan bulat x dan k yang memenuhi persamaan ax = b + k.m.
(Purwoto, 2000:119)

Perkongruenan Derajat Dua Modulo m

Perkongruenan Derajat Dua modulo m adalah kalimat terbuka
yang menggunakan relasi kongruensi modulo m dan variabel dari
perkongruenan tersebut paling tinggi berpangkat 2. Bentuk umum dari
perkongruenan derajat dua modulo m adalah sebagai berikut:

a;x* + a;x + ag = 0(mod m)

Dengan ay,ai,ay dan m bilangan-bilangan bulat, a; #
0(mod m).

Perkongruenan derajat dua modulo m adalah suatu
perkongruenan derajat tinggi modulo m dengan derajat tertingginya
adalah 2. Oleh karena itu, sifat-sifat yang dipenuhi untuk perkongruenan
derajat tinggi (polinom) modulo m dipenuhi pula untuk perkongruenan
derajat dua modulo m.

(Purwoto, 2000:134)

Perkongruenan Derajat Tiga modulo m

Perkongruenan Derajat Tiga modulo m adalah kalimat terbuka
yang menggunakan relasi kongruensi modulo m dan variabel dari
perkongruenan tersebut paling tinggi berpangkat 3. Bentuk umum dari
perkongruenan derajat tiga modulo m adalah sebagai berikut:

asx3 + ayx? + ayx + ag = 0(mod m)

Dengan a3, a;, a1, ap dan m bilangan-bilangan bulat, a; # 0(mod m).

Perkongruenan derajat tiga modulo m adalah suatu
perkongruenan derajat tinggi modulo m dengan derajat tertingginya
adalah 3. Oleh karena itu, sifat-sifat yang dipenuhi untuk perkongruenan
derajat tinggi (polinom) modulo m dipenuhi pula untuk perkongruenan
derajat tiga modulo m.
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3.

Pada perkongruenan derajat tinggi (polinom) modulo m jika
terdapat a suatu residu modulo m sehingga f, (a) = f,(a)(mod m) maka
dikatakan a solusi dari perkongruenan tersebut.

(Bana Kartasasmita, 1982: 61)

6) Hensel’s Lemma
Teorema
Andaikan f(x) suatu polinomial dengan koefisien bilangan bulat, p suatu
bilangan prima, dan a merupakan solusi untuk kongruensi f(x) =

0 (mod p’) sehingga f'(x) # 0 mod p. Maka ada sebuah bilangan bulat
t sehingga a+ tp/ merupakan solusi untuk kongruensi f(x) =
0 (mod p’*1).

METODE PENELITIAN

Penelitian ini merupakan penelitian studi literatur. Metodologi yang
digunakan adalah mengumpulkan bahan tulisan dari buku-buku dan jurnal
maupun makalah yang membahas perkongruenan polinomial modulo m.
Artikel memberikan gambaran bagaimana perbedaan penyelesaian
perkongruenan polinomial modulo m pada makalah ini akan dibahas
penyelesaian dari perkongruenan derajat tiga modulo m dengan cara biasa
dan dengan Hensel’s Lemma. Tujuan dari penulisan makalah ini adalah 1)
Untuk mengetahui bentuk umum perkongruenan polinomial modulo m. 2)
Untuk mendeskripsikan langkah-langkah penyelesaian perkongruenan
polinomial modulo m dengan Hensel’s Lemma.

HASIL PENELITIAN DAN PEMBAHASAN

a. Bentuk Umum Perkongruenan Polinomial Modulo m

Perkongruenan polinomial modulo m adalah suatu perkongruenan
derajat tinggi modulo m dengan derajat tetingginya n. Bentuk umum dari
perkongruenan polinomial modulo m adalah sebagai berikut:

Apx" + Ay 1 X"+ ap_ x4 -+ a1x + ay = 0 (mod m)
Dengan a,, # 0 (mod m), n = 1 dan n bilangan bulat

Teorema 1
Andaikan f suatu polinom dengan koefisien bilangan bulat, yaitu:

) =aux™ + ap_1x" T+ an_,x" 2+ -+ ax +aq
Dengan a,a,—1a,— ...,ay Mmasing-masing bilangan bulat. Jika a =
b(mod m) maka f(a) = f(b)(mod m).
Bukti Teorema 1
Karena a = b(mod m) maka a™ = b" (mod m), berdasarkan Teorema 7.
Berarti  a,a" = a,b"(mod m), ap_1a" = a,_1b" (modm) dan
seterusnya menurut pangkatnya hingga a;a = a;b(mod m), sedangkan ay =
ag(mod m).
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Dengan menggunakan Teorema 3, dapat diperoleh:
a,a"+ a,_1a" 1+ -+ aja+ag
= a,b" + ay_ 1 b" ' + -+ arb + ag(mod m)
Atau f(a) = f(b)(mod m).
Jadi, terbukti jika a adalah solusi polinom f(x) dengan koefisien bilangan
bulat sedangkan a = b(mod m). Maka b menjadi solusi f(x) untuk modulo
m.
(Terbukti)
Teorema 2
Jika x = r(mod m) merupakan solusi perkongruenan f(x) = 0(mod m)
dengan
FO) =apx™ + an 1 x™ P+ an_px™ 2+ agx + g A Qo1 Anoz, - Qo
bilangan bulat dan a, = 0(mod m), maka (x—r) adalah faktor dari
f(x)(mod m) dan sebaliknya.
Bukti Teorema 2
Menurut Teorema Sisa Aljabar, f(r) adalah sisa apabila f (x) dibagi (x — r).
flx) =q)(x—1)+ f(r)
atau f(x) = f(r) = q(x)(x — 1)
dan g(x) = box™ 1 + byx™ 2 + bx" 3 + -+ by_,xt + b1 x°
dengan by by b, ..., b,,—1 bilangan bulat.
Sehingga
f@x) — f(r) = (x —r)g(x)(mod m)
dan  f(x) = (x —r)q(x)(mod m)
karena f(r) = 0(mod m)
Ini berarti (x — r) merupakan faktor modulo m untuk f(x).
Andaikan sebaliknya, maka:
f(x) = f(r) = (x —r)q(x)(mod m) sehingga
f(r) = (r—r)g(x)(mod m)
f(r) = 0(mod m)
Ini artinya x = r(mod m) solusi dari f(r) = 0(mod m).
(Terbukti)

b. Penyelesaian Perkongruenan Derajat Tiga Modulo m
Penyelesaian Perkongruenan derajat tiga modulo m ada berbagai cara
antara lain adalah sebagai berikut:
1) Cara Biasa
Cara ini disebut biasa karena kita hanya membuat barisan bilangan yang
memenuhi masing-masing kongruensi, dan dilanjutkan dengan pencarian
unsur persekutuan dari semua kongruensi. Penetapan penyelesaian
didasarkan pada teorema kekongruenan.
Langkah-langkah Penyelesaian as;x3 + a,x? + a;x + ag = 0(mod m) :
a) Mencari perkalian dua bilangan yang memenuhi m. Misal dua
bilangan itu adalah m4 dan m,.
Dengan m, dan m, adalah bilangan bulat.
Atau ditulis: m = my; X m,
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b) Memecah kongruensi menjadi dua bagian, yaitu:
azx3 + ax? + a1x + ag = 0(mod my) ... (i)
asx3 + ayx? + ayx + ag = 0(mod my) ... (ii)
c) Mencari solusi untuk (i) dan (ii).
i. Jika my atau m, adalah bilangan tertentu berpangkat k maka
dicari terlebih dahulu solusi untuk bilangan itu.
Misal: m; = pk,
dengan p adalah bilangan prima.
k > 2 dan k adalah bilangan bulat.
Ditulis:
asx® + a;x? + ayx + ag = 0(mod p) ... (iii)
azx3 + axx? + a;x + ag = 0(mod pk) ... (iv)

Mencari solusi untuk azx3 + a,x? + a;x + ay = 0(mod p).
Langkah-langkahnya:

» Menggunakan cara coba-coba dengan memasukkan
x=01234,..,(p—1)yang  memenuhi kongruensi
tersebut.

Misal: g memenuhi persamaan itu.

Diperoleh,

asq® + a,q® + a1q + ay = 0(mod p)

Sehingga solusinya adalah x = g (mod p)

atau x = pt + q dimana t adalah bilangan bulat.

» Mensubtitusikan x = pt + q ke (iv), sehingga diperoleh:
azx® + ayx? + a;x + ag = 0(mod p*)
o (asp¥t + (a3p®q + 2a3p*q+ap*)t* + (2a3pq?

+ aspq® + 2a;pq + a;p)t + (asq®
+ a,q? + a,q + ay) = 0(mod p*)

» Membuat
(azp®t® + (asp?q + 2a3p*q+ap*)t? + (2a3pq* + azpq® + 2a,pq +
a;p)t + (a3q° + a,q* + a,q + a,) = 0(mod p*)
menjadi bentuk linear.

Berapapun nilai
t, (azp3)t3 + (azp?q + 2a;p%q+a,p®)t? selalu habis
dibagi p*.
Oleh karena itu dapat dihilangkan. Sehingga menjadi:
(aspLE+ (a;p*r+2mwp qFap )t? + (2a3pq® + azpq” +
2a;pq + arp)t + (a3q° + aq* + a,q + ag) = 0(mod p*)
(2a3pq® + aspq® + 2a,pq + ar;p)t + (a3q° + azq°
+ a,q + ay) = 0(mod p*)
» Membagi kedua ruas dengan p.
(2a3pq® + aspq® + 2a;pq + a1p) - (a39° + a2q* + a1 + ao)
P p

pk
=0 (mod 7FPB(p,pk))
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o rt+s = 0(mod p*1),

(2a3pq° +a3pq° +2a5pq+aip) o0 o
P

dengan r =

(a3q3+a,q*+a,q+ao)

14
Berapapun nilai r dan s selalu habis dibagi p*~*. Sehingga r
dan s juga selalu habis dibagip. Oleh karena itu
perkongruenannya menjadi:
o rt+ s = 0(mod p)
o rt = —s(mod p)
o rt =p — s(mod p)
o rt =u (mod p)
o t = v(mod p)
Maka kita peroleh solusinya sebagai berikut:
x =pt+q=ppk+v)+q=p°k+(v+q)
x = (pv + q) (mod p?)
Jika m, atau m, adalah bilangan tertentu berpangkat k maka
solusinya dicari dengan menggunakan cara coba-coba dengan
memasukkan
x=0,1234,..,(p—1)yang  memenuhi kongruensi
tersebut.
Misal: y memenuhi persamaan itu.
Diperoleh,
asq® + a,q® + a1q + ag = 0(mod m,) atau
asq® + a,q* + a,q + ay = 0(mod my).
Sehingga solusinya adalah x = y (mod m,).
atau x = m,l + y dimana [ adalah bilangan bulat.
Mencari penyelesaian untuk kedua solusi yang telah
ditemukan.
i. x=@v+q) (modp®) —x=p*k+(rv+q)
ii. x=q(modmy) > x=myl+y
p’k+(@v+q) =myl+y
p?k =myl+ (pv+q+y)
Invers dari p?> modulo m, adalah - z.
Diperoleh dari 1 = m, + p?(—2).
p*k = (pv + q +y) (mod my)
k= (=2)(pv + q +y) (mod my)
k = w (mod m,)
k=mun+w
Mensubtitusikan  nilai k= my,n+w ke x=p*k+
(upv + q).
Sehingga diperoleh:
x =pi(myn +w) + (pv + q) = p’myn + (P?w + pv +
q)
x = (p*w + pv + q) (mod p*m,).
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2) Hensel’s Lemma

Langkah-langkah penyelesaian f(x) = 0 (mod m):

a) Perhatikan bahwa m = p*, kemudian menentukan penyelesaian
f(x) =0 (modp), dimana f(x) adalah fungsi yang
terdifferensialkan.

Dimana f(x) = azx® + a,x? + a;x + a,
m adalah bilangan bulat
p adalah bilangan prima.
k > 2 dan k adalah bilangan bulat.
Misalkan akar-akar tersebut adalah mq, m,, ms, ..., m,,.
b) Menentukan turunan pertama untuk f(m,).
f'(my) = 3azmy % + 2a,m; + a4

c) Menentukan  invers  untuk f'(ml) = 3asm,% + 2a,m; +
a, (mod p).
fm)~! = g% 3asmy? + 2a,m; + a, = 1 (mod p).

Dengan g adalah suatu bilangan bulat.

d) Menentukan penyelesaian untuk x = m; (mod p).
by = my (modp)
by = (a, — f(aDf (my) ™) (mod p?)

bs = (a, — f(a)f (my)™") (mod p?)

bn = (an—l - f(an—l)f’(ml)_l) (mOd pn)
e) Mengulangi langkah ke 4) untuk m,, ms, ..., m,.

Langkah-langkah penyelesaian f(x) = 0 (mod m):

a) Perhatikan bahwa m = p*, kemudian menentukan penyelesaian
f(x) =0 (modp), dimana f(x) adalah fungsi yang
terdifferensialkan.

Dimana f(x) = a,x? + a;x + a,
m adalah bilangan bulat.
p adalah bilangan prima.
k > 2 dan k adalah bilangan bulat.
Misalkan akar-akar tersebut adalah mq, m,, ms, ..., m,,.
b) Menentukan turunan pertama untuk f(m,).
f'(my) = 2a,m; + a; ,

c) Menentukan invers untuk f (m{) = 2a,m; + a; (mod p).

f m)™! = qx (2a;m; + a;) = 1 (mod p).
Dengan q adalah suatu bilangan bulat.

Konferensi Nasional Penelitian Matematika dan Pembelajarannya (KNPMP 1) 849
Universitas Muhammadiyah Surakarta, 12 Maret 2016



PROSIDING ISSN: 2502-6526

d) Menentukan penyelesaian untuk x = m,; (mod p).
b; = my (mod p)

bz = (a, — fa))f (m1)™") (mod p?)
b3 = (a, — f(a)f (m) ™) (mod p*)

bn = (-1 — f(@n-)f (my)™") (mod p")
e) Mengulangi langkah ke 4) untuk m,, ms, ..., m,.

4. SIMPULAN
Berdasarkan pembahasan maka dapat diambil beberapa kesimpulan
yaitu:
1. Pengkongruenan polinomial modulo m adalah suatu perkongruenan

derajat tinggi modulo m dengan derajat tertingginya n. Bentuk umum dari
perkongruenan polinomial modulo m adalah sebagai berikut:

A X" + A1 X1+ Ay x™ 2 + -+ a;x + ag = 0 (mod m)
Dengan a,, # 0 (mod m), n > 1 dan n bilangan bulat

. Penyelesaian Pengkongruenan polinomial modulo m menggunakan

Hensel’s Lemma.

Syarat suatu Pengkongruenan polinomial modulo m dapt diselesaikan

menggunakan Hensel’s Lemma:

a) p adalah bilangan prima

b) f(x) adalah fungsi yang terdifferensialkan.

Langkah-langkah penyelesaian f(x) = 0 (mod m):

1) Perhatikan bahwa m = p*, kemudian menentukan penyelesaian
f(x) = 0 (mod p).

2) Menentukan turunan pertama untuk f(m,).
Misalkan f'(my) =r.

3) Menentukan invers untuk f (m;) = r (mod p).

4) Menentukan penyelesaian untuk x = m, (mod p).

5) Mengulangi langkah ke 4) untuk m,, ms, ..., m,,.
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