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Abstrak

Pada makalah ini dibuktikan ketaksamaan tipe lemah (1, ) untuk operator integral fraksional di
ruang Morrey atas ruang metrik tak homogen. Ketaksamaan tersebut dibuktikan menggunakan
suatu ketaksamaan yang melibatkan operator maksimal serta ketaksamaan Chebysev. Bukti
alternatif dari ketaksamaan tipe lemah (1, q) untuk operator integral fraksional juga dapat
diperoleh menggunakan ketaksamaan tipe Hedberg dan ketaksamaan tipe lemah (1, 1) dari
operator maksimal. Hasil yang diperoleh pada makalah ini merupakan perumuman dari
ketaksamaan tipe lemah (1, g) untuk operator integral fraksional di ruang Lebesgue atas ruang
metrik tak homogen

Kata Kunci: ketaksamaan tipe lemah, operator integral fraksional, operator maksimal, ruang
Morrey, ruang metrik tak homogen.

PENDAHULUAN

Pada analisis Fourier dikenal beberapa operator, yang salah satu
diantaranya adalah operator integral fraksional. Operator yang diperkenalkan oleh
Hardy dan Littlewood (1927) ini merupakan salah satu operator yang penting
karena operator ini merupakan perumuman dari penyelesaian persamaan Poisson

—-Au=H.

Jika u menyatakan potensial elektrostatik, maka persamaan Poisson tidak lain
adalah hukum konduksi elektrostatis Ohm (lihat (Evans, 1998)). Oleh karena itu,
operator integral fraksional sering disebut potensial Riesz. Salah satu sifat yang
ingin diketahui orang mengenai operator integral fraksional adalah ukuran fungsi
distribusi yang melibatkan operator tersebut. Ketaksamaan yang menyatakan sifat
ini sering disebut sebagai ketaksamaan tipe lemah.

Operator integral fraksional I, didefinisikan oleh Garcia-Cuerva dan
Gatto (2004) dengan
lof () = fy g5z du). (1)

Definisi ini merupakan pengembangan dari definisi operator integral fraksional
(klasik) yang diberikan oleh Hardy dan Littlewood (1927). Pada persamaan (1), X
adalah ruang metrik berdimensi m yang dilengkapi dengan fungsi jarak d dan
ukuran Borel u yang memenuhi growth condition

u(B(x,r)) < Cr™, 2)
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untuk setiap bola B(x,r) di X dan suatu konstanta positif C yang independen baik
terhadap x maupun r. Selain itu, baik pada persamaan (1) maupun (2), 0 < n < m.
Karena pada persamaan (2) ukuran bola dikontrol oleh jari-jari bola berpangkat n,
maka orang sering menyebut ukuran yang memenuhi growth condition sebagai
growth measure berorde n. Ruang metrik yang dilengkapi dengan ukuran yang
memenuhi kondisi pada persamaan (2) sering disebut ruang metrik tak homogen
(Nazarov, dkk., 1998). Contoh-contoh ruang metrik tak homogen dapat dilihat
pada (Verdera, 2002). Sementara itu, hasil-hasil di ruang bertipe tak homogen
dapat dilihat misalnya di (Sihwaningrum, dkk., 2010 dan 2012).

Garcia-Cuerva dan Gatto (2004) telah membuktikan keberlakuan
ketaksamaan tipe lemah (1, q) untuk operator integral fraksional di ruang
Lebesgue atas ruang metrik tak homogen. Pada makalah ini akan dibuktikan
ketaksamaan tipe lemah untuk operator integral fraksional (1) di ruang Morrey tak
homogen atas ruang metrik. Ruang Morrey ini merupakan ruang Lebesgue untuk
kasus tertentu sehingga hasil yang diperoleh pada makalah ini dapat dipandang
sebagai perumuman dari hasil Garcia-Cuerva dan Gatto (2004). Untuk
selanjutnya, baik pada teorema, lemma, maupun bukti-bukti, notasi C akan
digunakan untuk menyatakan konstanta yang berbeda-beda, meskipun konstanta
berada pada satu baris.

METODE PENELITIAN

Ketaksamaan tipe lemah (1, q) untuk operator integral fraksional di ruang
Morrey atas ruang metrik tak homogen akan dibuktikan menggunakan
ketaksamaan Chebysev

p(fr € B 1f@) > 1) < = [ If@)lduta

Ketaksamaan tersebut juga dapat dibuktikan secara alternatif dengan
menggunakan ketaksamaan tipe Hedberg dan ketaksamaan tipe lemah (1, 1) untuk
operator maksimal M di ruang Morrey atas ruang metrik tak homogen. Operator
ini didefinisikan dengan

MIC) = SUp B 20) Jgen,

lf )1 du(y)

oleh Sawano (2005). Ketaksamaan Hedberg merupakan estimasi untuk operator
integral fraksional oleh operator maksimal dan norma dari fungsi di ruang Morrey
atas ruang metrik tak homogen. Dengan demikian, sebelum bukti alternatif
tersebut diberikan, maka harus terlebih dahulu dibuktikan keberlakuan dari
ketaksamaan tipe Hedberg dan ketaksamaan tipe lemah (1, 1) untuk operator
maksimal di ruang Morrey atas ruang metrik tak homogen.
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HASIL PENELITIAN DAN PEMBAHASAN

Ruang Morrey atas ruang metrik tak homogen, L'*(u), didefinisikan
sebagai himpunan semua fungsi f di ruang Lebesgue lokal L},.(u) sedemikian
sehingga norma

1
”f”Ll./l(H) ‘= Sup

per) H(B(x,2r)t fB o [O E)

berhingga. Jika 1 =0, maka ruang Morrey tidak lain adalah ruang Lebesgue.
Hasil-hasil mengenai operator integral fraksional (klasik) di ruang Lebesgue atas
ruang Euclid yang homogen diberikan olen Hardy dan Littlewood (1927),
sedangkan hasil di ruang Morrey atas ruang Euclid yang homogen diberikan oleh
Adams (1975) serta Chiarenza dan Frasca (1987). Di ruang bertipe homogen,
ukuran Borel memenuhi doubling condition

u(B(x,2r) < CB(x,1).

Selanjutnya, misalkan x4,y menyatakan fungsi karakteristik pada bola B(a,r).
Untuk membuktikan ketaksamaan tipe lemah di ruang Morrey tak homogen atas
ruang metrik diperlukan teorema berikut. Teorema ini berkenaan dengan
ketaksamaan yang melibatkan operator maksimal M .

Teorema 1. Jika 0 <1< 1, maka untuk sembarang fungsi f di L**(u) dan
sembarang bola B(a,r) di X berlaku

|| 17 GO IMard) < sy
X
Bukti. Untuk sembarang fungsi f di L“*(u), diperoleh

[ 17 MA@ duc)

X

< B(a,2r)|f(x)| MXB(a,r)d.u(x) + fX\B(alz,ﬂ)lf(x)l MXB(a,r)d.u(x)

< M peardu(x) + Myseand
| 17601 Mp(adut) kz i ooty O )

B(a,2r)

d —kn d
sc( f F Gl WH; fB SR (O] u(x)>

B(a,2r)
sc( f GOl dux) + ) 27+ j If(x)ldu(x))
B(a,2r) k=i B(a,2k+1r)

< ClIfllag, <(M(B(a, 4r)t + Z 27 (u(B(a, 227))" )
k=i
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Dengan menggunakan growth condition dari x pada persamaan (2) dan dengan
menggunakan asumsi 0 < A < n < m diperoleh

f [F OO 1M pary A1) < ClIfll 1 <<4r>n1+22-k"+knﬂ+2nlrnl )
X

k=i
S Crnl”fIlLl,l(u).

Dengan demikian, terbukti ketaksamaan pada konsekuen dalam teorema. m

Untuk membuktikan ketaksamaan tipe lemah di ruang Morrey atas ruang
metrik tak homogen juga diperlukan lemma berikut.

Lemma 2. Untuk sembarang R positif dan bola B(a,r) ¢ X berlaku

)(B(a,r)(x)
2B@N . 41(x) < CR*My .
L(yR)d(x y)n a B(a,r)(y)

Bukti. Dengan menggunakan growth condition diperoleh

AXB(a,r)(x) XB(ar) (x)
S2EDD. d(x) = 2 | 2BEnE du(x)
—[B(y,R)d(x'y)n “ B(y2f+1R)\B(y,2fR)d(x'y)n @

j=—o0
-1

1
< Z WL( 2j+1R)XB(a,T)(x) dp(x)

(ZJR) Zznf ) du(x)
X d/.l. X
z: (2]+2R)n B(y,2f+1R)XB(a’T)

ZjaRa'
= Z oy XB(ar) (X)du(x)
j=—oo w(B(,27*2R)) Jp(y,2i+1r) pen
-1

CR“MXB(a,r) (Y) Z Zja-

j:—OO

Karena deret ¥,71_., 2/ konvergen, maka diperoleh ketaksamaan
f XB(ar) (x)
B

.R) 4G
Dengan demikian, bukti selesai. m

IA

du(x) < CR*Myg(qr(¥)-

Selanjutnya, dengan menggunakan Teorema 1 dan Lemma 2, akan
dibuktikan ketaksamaan tipe lemah (1, g) di ruang Morrey atas ruang metrik tak
homogen pada teorema berikut.

Teorema 3. Jika 0<a<n dan 0<A<1 —% untuk suatu A, maka terdapat
konstanta positif C sehingga untuk setiap y > 0 dan B(a,r) c X berlaku

1 q
H(lx € B@ il Gl > y) < Cr (W”T“) |
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Bukti. Ambil sembarang bilangan positif R. Untuk setiap f € L* (), dilakukan
dekomposisi integral, yaitu

fQ) f f)
Ia x) = —_d + —_d — A+ A
£(x) L om0y 06 V) C u() s 406 V)T u(y) = A, + 4,
Selanjutnya, estimasi untuk A, adalah
If ()
ne[ VO,
4] X\B(xR) 42X, Y) 1)
N )l
.f d n— ad:u(y)
“=0 /B(x2/*1R)\B(x,2/R) (x,¥)

Z (ZJR)n « J1‘3(x 21+1R)|f(y)I d,u(y)

- ZJR) 22n ]
Z (27F2R)n L(x’2j+1R)|f(3’)| 1().

Karena u memenuhi growth condition, maka diperoleh

© ojapa (.U (B(x, 2j+2R)))/1—1 J

= (,u(B(x,Zj“”ZR)))A B(y,2/+1R)

< CR® ||f||L1,1(M)ZZJa( B(x, 21+2R)))

IA

|A;] < C If )l duly)

n(1-1)

< CRA\If Il 1.2, Z 2/%(27*2R)
j=0

< CRa+n(/1—1) ”f”LM(H) z 2j(a+a+n(/1—1))_
j=0

Dengan menggunakan asumsi 0 < A < 1 —% , didapatkan bahwa

Z 2j(a+a+n(l—1))
=0

merupakan deret konvergen. Jadi,
1421 < CREMADIf]] 1a -

Selanjutnya, misalkan

Konferensi Nasional Penelitian Matematika dan Pembelajarannya (KNPMP 1) 928
Universitas Muhammadiyah Surakarta, 12 Maret 2016



PROSIDING ISSN: 2502-6526

=<

CR*+n(A-1) ”f”Ll’;t(,u) = >

Karena |4,] > % maka diperoleh
: Nn_
{x € B(a,1): |4, > E} = ¢.
Ini mengakibatkan
Y
,u({x € B(a,1): |4, > E}) = 0.
Selanjutnya,

{x € B(@,n): 1of ()] > 1) © {x € B(a,r): [4y] > %} U{x € Ba,n): |4;] > g}

= {x € B(a,M): 14| > g}

Dengan menggunakan Teorema 1 diperoleh
u({x € B(a,r): |Iof ()| > v}

< M({x € B(a,7): |A1] > g})
<u({xeBlar):lal> g})

< u({x € B(a,r): ( )%du(}z) > g})
B(x,R ’

Kemudian, dengan menggunakan Lemma 2 dan ketaksamaan Chebysev,
u({x € B(a,r): [Iof ()| > v}

lf I
fB(a r) fB(x R d (Y A0, yyr-a WO

z lf O xBar)(x)
f .L(XR) d(x, y)"a du(y)du(x)

E XB(ar) (x)
<2 1ol ( [ . i d#(x)> du()

C
L f F O IR M nary ) du(y)
Y Jx

¢ a,.ni
S;R r ”f”Ll,ﬂ.(u)

< crm (”f ”Ll-ﬂ(m>q
< ).

Dengan demikian, terbukti ketaksamaan yang diinginkan. m
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Umumnya, ketaksamaan tipe lemah (1, q) untuk operator integral
fraksional dibuktikan dengan menggunakan ketaksamaan tipe lemah (1, 1) untuk
operator maksimal dan ketaksamaan tipe Hedberg. Oleh karena itu, untuk
memberikan bukti alternatif dari Teorema 3 akan disajikan terlebih dahulu
ketaksamaan tipe lemah (1, 1) untuk operator maksimal (Teorema 4) dan
ketaksamaan tipe Hedberg (Teorema 5) di ruang Morrey yang diperumum atas
ruang metrik tak homogen.

Teorema 4. Jika ysembarang konstanta positif, maka untuk setiap B(a,7) € X
berlaku

C n
u({x € B(a,r): Mf(x) >v}) < 7 AN g

Teorema 5. Misalkan m adalah dimensi dari ruang metrik Xdan 0 < a < n <
m. Jika 0 < 1 < n — a, maka terdapat kontanta positif C sedemikian sehingga
e f ()| < CIMFGOI=/mO=D f| 2700,

Bukti. Dengan menggunakan growth condition, diperoleh

F Ol
IS, T )

lf )l
——d
Z »jB(xzj+1r)\B(x‘2jr)d(x,y)n—a .u(}’)

]—00

<y L [ rolau
= =y (Zj,r.)n—(x B(x,2f+1r) y ,Ll y

(21r) 22n
< Z Gy g O )

2ir)”
<y ) FO) duy)
J

p—— .U(B(}’: 2]+27’)) B(x,2/*1R)

< CrMf(x).
Selanjutnya, didapatkan

lf I
|4;] < f =z an(y)
X\B(x,1) d(xr y)n @
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lf W)l
d
ZfB(xZJHr)\B(xZJr)d(x y)n a .u(y)

oo
j=0
co

< G, oppng) O O

j=0

.

oo

21r) 22n
(2]+2r)n

IA

f FO)] du().
B x21+1r

w gjaya (/J (B(x, 2j+2r)))/1—1
=0 (,u(B(x,Zijzr)))/1

<C

j IO du)
B(y,2/t1r)

: : n(Ai-1)
< Crellfllag,y Y 27%(27%r)
j=0
-1
< Ccro+tl )”f”LLA('u).
Dengan memisalkan
1/n(A-1)
_ < Mf(x) )

2200 ’

diperoleh

L f ()] < CIMF GO o/mA=D f 7300,

yang merupakan ketaksamaan yang diinginkan. m

Bukti alternatif untuk Teorema 3. Dari ketaksamaan tipe Hedberg pada Teorema
5 diperoleh

- - A- A-
v <llaf (0 < CIMF /MDY f|IF3E070 = cmMf ol aNfIIs e

atau

q
14
Mf ) >
(ufuj{’;((ﬁ) ”)

Selanjutnya, Teorema 4 memberikan
u({x € Bla,r): of ()] > v}
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q
<ul{x€eB(ar):Mf(x)> %
IIfIILu(M)

-1\ ¢
I "\
< N n
<c|— VT

< Crmt (”f”Ll"l(u)>q
< ” :

Jadi, terbukti ketaksamaan tipe lemah (1, ) untuk operator integral fraksional di
ruang Morrey atas ruang metrik tak homogen. =

. SIMPULAN

Hasil yang diperoleh pada makalah ini merupakan perumuman dari hasil
Garcia-Cuerva dan Gatto [3] karena ruang Lebesgue merupakan kasus khusus dari
ruang Morrey. Hasil yang serupa untuk operator integral fraksional (dengan versi
yang berbeda, yaitu operator integral fraksional yang tidak melibatkan dimensi
dari ruang metrik) di ruang Morrey atas ruang metrik (dengan versi yang berbeda)
dapat dijumpai pada (Sihwaningrum dan Sawano, 2013). Pada (Sihwaningrum
dan Sawano, 2013)., bukti ketaksamaan tersebut tidak menggunakan ketaksamaan
Chebysev, tetapi menggunakan ketaksamaan tipe Hedberg dan ketaksamaan tipe
lemah (1, 1) untuk operator maksimal.
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